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参数估计的里信密度方法

李 惕 暗
=中国科学院高能物理研究所>

摘 要

在分析参数估计的贝叶斯验后密度方法和非贝叶斯置信区 间方法 的基础

上
,

由置信区间引出置信密度的概念和计算公式
∋

置信密度分布是非贝叶斯参

数估计结果的完整描述
,

它有明确的概率意义
∋

以推断荷电粒子质量为例说明

置信密度在高能物理实验数据处理 中的应用
∋

一
、

引 言

物理实验的重要任务是侧定物理量的数值
∋

由于测量的偶然误差以及物理现象本身

的随机性
,

实验观测值是随机变量
,

服从一定的概率分布
,

被测物理量是观测值概率分布

中的参数
∋

实验只能取得观测值总体的一个样本
∋

由观侧得到的样本推断分布参数的数

值
,

必须利用数理统计学的参数估计方法
∋

有两种参数估计方法
?
贝叶斯方法和非贝叶斯方法

∋

如何评价这两种方法
,

长期以

来就有争议
,

形成了统计学的两种观点
、

两个学派
∋

在实际应用时
,

这两种方法各有其优

点
,

也各有其局限性
∋

如果被估计的参数本身也是随机变量
,

并且已知它的概率分布=验前分布 >
,

用贝叶斯

方法推断参数得到参数的验后分布
∋

验后分布是参数估计结果的一个完整的概率描述
,

所以贝叶斯方法又叫
“

概率法
” ∋

观侧值概率分布中的参数往往并非实验测定的最终 目

的
,

还需要利用参数估计结果作进一步的统计推断=例如误差传播问题 >≅ 利用参数的验后

密度容易处理这一类问题
,

这是贝叶斯方法的一个重要优点
∋

被测物理量常常不是随机变量
,

而是甲个未知的固定值 ≅ 或者虽然是随机变量
,

但是

不知道它的验前分布的准确形式
?
要在上述两种情况下应用贝叶斯方法

,

只有假定一个

验前分布
∋

假定何种验前分布才合理 Α 贝叶斯学派妇统计学者们至今还说不清楚
,

因而

验前分布的选取带有某种主观任意性
∋

对于数值固定的参数
,

其验后分布没有确切的概

率意义
∋

目前通行的非贝叶斯方法叫做
“
统计法

”
或

“
置信区间徐气 用参数的估计值和相应于

某个选定置信水平的置信区间来表达参数估计结果
∋

置信水平和置信区间有确切的统计

意义
∋

置信区间方法仅依据观侧值进行推断
,

毋需假定任何验前的参数分布
,

这是它的
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主要优点
∋

但是估计值和置信区间并非被估参数的完整描述 ≅ 对于很多重要的统计推断

问题
>

置信区间方法难以应用
? 置信区间法无捧严格处理误差传播问题

·

在处理高能物理实验中或高熊天文观测中的稀有事哪这, 类问腐时
,

由于观测结果

来之不易
,

要求数据处理方法尽可能严格
,

处理过程中尽可能不要损失有关的信息
∋

贝

叶斯验后密度方法和非贝叶斯置信区间方法由于它们各自的缺点都不能完全满足上述要

求
。

因此
,

实验数学处理工作的实际需要要求有一种参数估计方法能够兼有两种方法的

长处
?
既有非贝叶斯严格从观测数据出发作推断的优点

,

又能得出类似贝叶斯验后分布

那样关于参数值的一个完全的概率描述
。

本文首先简要地概述两种参数估计方法=更详细的介绍可以参阅文献 7&一# 」>
,

在比

较这两种方法和讨论两种估计结果的概率意义的基础上
,

由置信区间引出参数的置信密

度的概念
∋

相应于一种求置信区间的一般方法
,

导出了一个求置信密度的公式
∋

类似于

贝叶斯验后密度
,

置信密度是参数估计结果的一个完整的概率描述 ≅ 同时
,

它又具有置信

区间方法的优点
,

不需要假定任何验前分布
,

无论参数是随机变量还是固定值
,

都有明确

的概率意义
∋

置信密度提供了应用贝叶斯方法时判断假设验前分布形式是否合理的一个

标准
。

最后
,

以测定荷电粒子质量的问题为例
,

说明如何应用置信密度方法实现对于参数

推断问题的严格处理
∋

我们采用符号 )=劝 表示随机变量
Β 的概率密度函数

∋

和普通的函数符号不同
,

括号

前的 Χ 不限子某个特定的函数形式
?
随机变量 Δ 的概率密度函数用 抓刃 表示 ≅两个不同

的随机变量
Β
和 Δ 的概率密度函数 )=

Β >和风刃
,

函数形式不一定相同
‘

若随机变量 Δ 是

随机变量
Β 的单值函数

夕 Ε 夕=二>
,

=�
∋

� >

则随机变量
Β
落入区间 Φ Β , Β Γ Η习 内的概率与随机变量 Δ 落入相应区间 【Δ

,

Δ Γ Η川 的

概率应该相等
?

Χ =二>Η Β Ε Χ =Δ>Η Δ
∋ ’

=� � >

由此得求随机变量函数分布的公式
?

Ι

,

月 Η 二 ϑ
)气Δ 少 Ε )戈劣 > Κ一二一 &

。

� Λ 夕 它

二
、

验 后 密 度

=�
∋

# >

本节介绍参数估计的贝叶斯方法
。

若需测定的物理量是 9
,

实验观测值为 Β∋ 二
是一个随机变量

,

它的概率密度函数为

抓戮 % >
,

Μ 是观测值概率分布的参数
∋

如果参数 4本身也是一个随机变量
,

则 )=Β≅ Μ> 就

是参数取某一特定值 Μ 的条件下随机变量
Β 的条件概率密度

Χ =
Β ≅ ∀> 二 Χ =

Β
Ν∀>

∋

=�
∋

� >

实验总共进行 ( 次独立观测
,

得到 ( 个具体的观测值
? ? ,

介
,

⋯
,

勒
,

即得到随机变

量 Β 的一个容量为 ( 的样本
,

在参数为特定值 Μ 的条件下
,

出现一组观测结果

Β 二 =
Β ? , Β Ο ,

⋯
, Β (

> =�
∋

� >
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的条件概率密度为

, =Β Ν;> 一 �� , =
Β ,

&9 >
∋

=�
∋

# >

观测样本的密度函数 =�∋ # >又叫似然函数
,

记作

乙=Β Κ∀ > 三 )=Β Κ∀ >
∋

、

=�
∋

Λ >

参数 日的密度函数 )=Μ> 叫做参数的验前密度
∋

验前密度表述实验观测前对于参数 口的

知识
∋

在取得一组观侧结果 Β 一 =
Β ≅ ,

⋯
,

却 >的条件下
,

参数 9 的条件概率密度 Χ =∀ ΚΒ>

叫做 ; 的验后密度
,

利用关于条件概率的贝叶斯定理可以计算验后密度 ?

)=口ΝΒ > Ε
户=Β Κ∀>户=∀ >

Π几
, =Θ Κ。>, =。>沙。

7 =Β Κ∀ >)=9 >

Ν二
Ι ? =二 Ν。>, =。>Ρ。

’ =�
∋

Σ >

验后密度分布 =�
∋

Σ >是对于被估参数 ∀ 的一个完全的概率描述
,

它综和了实验观测前

关于参数值的知识和观测结果中包含的信息
,

因而是实验观测后对于参数分布全部知识

的概括
∋

参数估计结果的完整报导是画出验后密度分布
,

如图 ‘
∋

验后密度分布的概率意义是
? 任意区间Φ Τ

≅ ,

Τ
?

Υ ’

=9,& Β> Ι

上验后密度曲线下面的面积 Κ 尤丫ς 尸、

Ν?>
, =”‘”‘乡 Ω

就是在出现观测结果 Β Ε =
二 ≅ , 二

值 ∀ 落入区间 Φ ∀
, ,

日
�

Υ 内的概率
,

夸
,

=�
,

Τ >

·
, 二(

> 的条件下
,

参数

巨Χ

):
=∀

?

毛 Ξ 镇 ∀
�

&Β > Ε 夸
∋ =�

∋

! > 图 �

∀ 一 刀�
‘

口

验后分布和它的概率意义

设想进行很多次实验
,

每次实验作 ( 次观测
,

得到观测结果的一个序列

Β
, , Β

, , ,
·

⋯

若每次实验中参数 4是一个固定值
,

对于不同实验 。值是随机的
,

其概率密度为验前分布
Χ =%>

∋

选出观测结果恰好是 Β Ε =
Β & ,

⋯
,

彻> 的那些结果
,

构成一个子序列
∋

对于这个

子序列
,

9 的概率密度分布为验后分布 )=Μ ΚΒ >
,

Μ 的值落人区间 【9
≅ ,

Μ
�

� 内的概率为 氛

如果参数并非随机变量
,

而是一个未知的固定值
,

或者虽然是随机变量
,

但不知道验

前分布的准确形式
,

这两种情况下要应用贝叶斯方法推断参数
,

只有假定一个验前密度
∋

经常采用下述贝叶斯假设川 ? “如果缺乏参数值的验前知识
,

则假定它服从在全部可能取

值区域上的均匀分布
” ∋

利用贝叶斯假设
,

对于观测结果 Β ,

参数 9 的验后密度就是归一

化后的似然函数
?

7 =Β ΚΜ >
户=% ΠΒ > Ε 一七盛二匕止业二一

∋

=�
∋

∀ >

乙=Β Κ日>Η Ψ

在参数是固定值时
,

把它作为随机变量来处理是否合理 Α 这种情况下
,

验后分布的概

率意义是什么Α 采用均匀分布作为验前分布是否恰当Α 什么是验前密度假设合理与否的
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标准 Α 这些问题在数理统计学中一直争论不休
,

至今未能完全解决
∋

所以
,

在参数是随机变量而且其验前密度已知时
,

适宜于采用贝叶斯方法求出验后密

度
∋

如果缺乏准确的验前知识
,

参数的验后密度没有准确的概率意义
,

并且在选取验前密

度时存在着主观任意性
∋

三
、

估计值和置信区间

非贝叶斯估计方法采用观测值样本的某个函数作为参数的估计式
∋

对于一组实验观

测值 Β 一 =Β 工,

⋯
,

勒 >
,

估计式的值

夕一 夕=
Β ? ,

⋯
, ￡、

> =#
∋

� >

就是参数 口的估计值
∋

估计值 户是随机变量组 Β 的函数
,

它也是一个随机变量
∋

右的概

率密度函数 Χ=户≅ ;> 可以用求随机变量函数分布的方法川由观测值的分布 Χ=
, ≅ Μ> 导出

∋

通常选取使似然函数为最大的参数值作为参数的估计值
,

叫做参数的最大似然估计

值Φ&, #Ρ
∋

显然
,

解方程

口−Ζ 五=派Κ∀ >

9口
=#

∋

� >

可求得 ∀ 的最大似然估计值 氏

估计值 户的精确程度=参数估计的误差 >用选定置信水平 萝下的置信区间 〔∀
≅ ,

Μ�

Υ 来

表征
∋

这样来选择 ; ≅

和 ∀ � ,

使得随机区间 Φ日
, , Μ �

Υ 内包含参数真值的概率为 普
∋

若参数真值 ∀ 是一个未知的固定值
,

实验观测取得样本 Β Ε =
二 , ,

⋯
,

枷>
,

参数的

估计值为 户一 户=Β
, ,

⋯
, 二
户

,

则对于选定的置信水平 杏
,

求置信区间的一个办法是
? 解

方程

Μ
�

>Ρ右Ε [ 一 夸一 。

=#
∋

# >

声�仃� !‘
、成

口
∀
声

‘
# ∃

‘口一#
人

%产&& &&&∋&&‘吸∋&&&

(其中
%
为任意满足 。簇 % 毛 ) 一 夸的数 ∗

,

得 +
,

, 已( − ∗
,

# . , 氏(−∗
&

可以证明/0, 1∗ ,

随

机区间 2口
)

( − ∗
,

氏( − ∗3 满足置信区间的定义
.

∀ 4
( 5 ,

廷 口提 # 6

7# ∗ 8 夸
& ‘

( 1 斗∗

即在被估参数是任一固定值 # 的条件下
,

随机区间 9已( − ∗
,

氏(− ∗ )内包含 口的概率为氛

上述置信区间方法也适用于参数是随机变量的情况
&

若参数 5 是随机变量
,

概率密

度函数为 ∃ (5∗
,

则利用全概率定理可得

∃ 4
(“

)

、 “、 “
6

, 一

:
∃ ·

(“
)

、 “、 “
6

,“∗ , (“∗““

一 ,

:
∃ (“∗ ;“ <

( 1
&

= ∗

所以
,

对于随机的参数
,

非贝叶斯的置信区间 〔5
) ,

#
6

〕和参数为固定值的情况有相同的概

率意义
&

置信区间 〔# ) , >!

3 与验前密度 ∀(% ∗ 无关
,

因此非贝叶斯的置信区间方法对参数

的随机性质没有任何限制—
这是置信区间方法的主要优点

&
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令 △9
,

Ε 户一 。, ,

△; ,
一 。,

一 夕
,

则参数估计结果可以报导为

口 Ε 决沈 =置信水平 妇
∋

=# ∋Τ >

报导 =#
∋

Τ >不是对于被估参数的完整描述
∋

它不像贝叶斯验后密度分布 =图 &> 那样

表达出参数取各种不同值的可能性 ≅除了一个估计值外
,

就只对于一个选定的置信水平杏
,

给出一个置信区间
∋

仅从一个估计值 占
,

看不出参数取其它值的可能性 ≅ 只用一个置信区

间 【∀
� ,

口
�

�
,

也不能完全表示估计值的精确程度
∋

由于上述弱点
,

参数 4 的非贝叶斯估计

结果 =#
∋

Τ >很难用来作进一步的统计推断
∋

例如
,

实验数据处理中常见的误差传播问题
?

如果由观测值估计的参数是
9
和 夕

,

而需要测定
Ρ

的物理量 日是参数
9
和 夕的函数

∀ Ε ∴=
。 ,

夕>
,

因此必须从对于参数
9
和 声的估计结果出发

,

进一步推断 Τ
∋

通常的置信区间方法无法

准确地处理这一类问题
∋

四
、

置 信 密 度

为了更完全地表达估计值的精确程度
,

可以设定大大小小各不相同的置信水 平 扩
,

岁
‘ ,

⋯
,

求出相应的各个置信区间
,

用这一系列的置信区间报导对于参数 4的估计结果
?

。一心雳=置信水平 ≅
,

>

。一心落 =置信水平 , ,’>

这样作
,

可以部分弥补报导 =#
∋

Τ >的不完全
∋

被估参数的完整描述应该是类似子贝叶斯验后分布 =图 � >那样一个关于参数值的概

率分布
∋

下面
,

我们引入置信分布函数作为对参数非贝叶斯估计结果的一个完整概括
,

然

后使置信区间无穷小化导出置信密度分布
∋

若参数的估计值为户
,

选定置信水平 参
,

用区间估计方法可以得到置信区间 ΦΜ
≅ ,

∀
�

Υ
∋

固定置信区间的下确界 ∀
�

Ε 一 ]%
,

则区间 =一 ]%
, ∀ Υ 的置信水平 杏。可以视为区间上确界

∀ 的函数
畜。 Ε 曰=9>

∋

=Λ
∋

�>

由置信水平的定义
,

杏。是随机区间 =一44
,

ΤΥ 内包含参数真值的概率
,

显然 曰=Μ> 是

单调非减函数
,

并且

万=一 ]% > Ε Μ
,

曰=十 ]% > Ε &∋

习=;> 至少是右连续的
,

因为对于任意 『 ⊥ 9
,

曰=『 > 一 曰=Μ> 是半开区间 =;
,

Μ’&的置信

水平
,

即随机区间 =;
,
Μ’ Υ 内包含参数真值 Ξ。 的概率

曰=Τ
,

> 一 ∀ =Ξ> Ε ) :
=日 _ 口

。

成 Μ
’

>
,

&⎯ α
口, , Τ Γ Μ

Φ万=日
,

> 一 日 =口> � Ε 日 =2
’

> 一 ∀ =日>

) :

=Μ _ 日。毛 口
,

> Ε % ,
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所以
&⎯ α

口, , 口Γ Μ

曰=Μ
‘

> β 曰=口>
∋

函数 曰=; > 满足分布函数的充要条件
,

我们把 ∀ =的叫做里信分布函数
,

记作

)
。

=乡】户> 二 χ =; >
∋

’

=Λ
∋

� >

如果置信分布函数是连续型分布函数
,

存在一个非负函数 )] =; Κ句
,

对于任意实数 。
,

有

? =“Κ
‘

”卜 Ν二
Ι ,

·

=“,”, ‘“
,

=Λ
∋

# >

则把函数

丸 =口Κ户> 一
9 Χ

。

=Μ Π户> Ε 。∀ =∀ >

Μ ∀ 9Ψ
=Λ

∋

Λ >

叫做参数 4 的置信密度
δ

∋

显然
,

任意区间 〔∀
, ,

口�

Υ 上置信密度曲线=图 � >下的面积 杏就是置信区间 〔Μ
� ,

Μ
�

Υ 的

置信水平

。一

&??
,
·

=“,”,““
·

=Λ
∋

Σ >

任意 口值附近一个无穷小区间 【∀
,
; 十 Η因 的置信水平 跨 为

Ρ杏Ε 丸=口&乡>甘Μ
∋ ‘

=Λ
∋

Τ >

置信分布函数 )
。

=9 &句或置信密度 )] =∀ Π句是非贝叶斯参数估计结果的一个完整概

八 =9 】子>

∀ 一 ∀ 之

图 � 置信密度曲线

? α

Π丁

则由 =# # >
,

对于区间 =一 ]%
,

因

括
∋

)] =口Κ幻和 )] =Μ Κ旬不仅依赖于估计值
,

而且依

赖于选取何种估计式以及如何由观测样本和估计式

求置信区间
,

即依赖于参数估计均方法和结果
∋

记

号 )] =Μ Κ句和 )] =Μ Κ句 中的条件户不仅表示估计值
,

而且应该理解为代表整个参数估计方法
∋

如果置信区间是用解方程 =#
∋

# >的方法求得的
,

估计式的分布对于任何 口⊥ 一 ]% 满足

户=乡≅ 口>沙户Ε % ,

的置信水平 互。
,

有
, ≅ =‘≅

一

9 >、‘一 � 一 杏。
,

由 =Λ
∋

� >
、

=Λ
∋

� >和 =Λ
∋

Λ >
,

相应于求置信区间的这种方法
,

置信分布函数为
)

‘

=。Κ”> 一 � 一

Π⎯
、 , =‘≅ 。>Ρ‘

,

=Λ
∋

! >

置信密度为

户
。

=Μ �户> Ε
。Χ式% Ν夕>

4∀

Ι Ι 尸 旦区民 Μ>
, 乙

一 ,

—
“以

Ι

Ρ 一伪 洲
子Λ

∋

∀ >

δ 对于离散型的置信分布函数 ,

参数只能取有限个或可数个数值 Μ潇=⎯ 二
。‘=%‘Π君> 二 召=; , > 一 曰=; ‘

Ι ?

>

,

可定义置信概率函数

�,∋∋∋
本文仅讨论连续型的情况

∋ =Λ
∋

今今
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置信密度分布有明确的概率意义
?
估计值户是随机变量

,

因而对于不同的观测结果
,

置信密度曲线的形状也各不相司
,

可以把置信密度曲线视为
“
随机曲线

” ∋

选定置信水平

夸或 Η夸
,

由各条曲线得到满足 =Λ
∋

Σ >或=Λ
∋

Τ >的很多区间 �∀
, ,

日
?

Υ 或 Φ口
, 口 Γ 汀∀ �

,

其中平

均有份额为 χ 或 跨 的区间包含参数真值=为了保持置信水平 跨 不变
,

无穷小区间的
“

长

度
”
ΗΤ 是随机的

,

反比于置信密度 )] =; Κ旬>
∋

置信密度的这种频率解释可以通过大量实

验观测进行验证
∋

贝叶斯验后密度曲线是一条固定的曲线
,

图 �祈示贝叶斯置信区间 Φ∀
? ,

Τ
?

�是一个固

定区间
∋

验后分布)=∀ ΚΒ >是对于以出现观测结果 Β 为标准挑选出来的子序列
,

随机变量

9 的概率密度分布
∋

测得一组特定观测值 Β 的条件下
,

参数值落人固定区间 【Μ
≅ ,

氏〕内

的概率

Χ :
=%

‘

成 ∀ 毛 口?

ΚΒ > 一 夸
∋

对于连续随机变量
Β ,

不可能严格地挑选出观测结果恰好为 Β Ε =Β
, ,

⋯
,

却 >的子序列
「�Υ ∋

因此
,

验后密度的概率解释中应该去掉特定观测结果的限制
?
将 【Μ

� ,

口? −视为随机区间
,

它的范围依赖于观侧结果
—

对于不同观侧结果 Β ,

有不同的验后密度分布 ) =Μ ΚΒ >
,

因

而验后密度曲线也是
“
随机曲线

” ,

满足条件 =�
∋

Τ >的区间 【∀
, ,

9
,

Υ 范围也不同
∋

对于所

有可能的观测结果
,

随机区间 〔Μ
≅ ,

9
Ο

Υ 包含参数值 9 的概率也等于 夸
,

因为由全概率定理

有
?

) :
=口

?

成 口攫 口
�

> Ε 艺 ) :
=Μ

,

成 口蕊 口
?

ΠΒ >)
:
=Β > β 蜜名 Χ :

=Β > Ε 夸
∋

=Λ
∋

 >

式中艺表示对所有不同的观测结果求和
∋

所以
,

只有在统计的意义上
,

将贝叶斯验后密度曲线视为
“
随机曲线

” ,

将贝叶斯置信

区间视为随机区间
,

贝叶斯估计结果才有确切的可以用实验予以验证的概率解释
∋

置信密度是非贝叶斯参数估计的一个完整报导
∋

非贝叶斯的置信密度 )ϑ =Μ Ν句具有

与贝叶斯的验后密度 )=% ΝΒ > 类似的概率意义
,

但是对于参数 ; 的随机性质没有任何限

制 ?
同参数的验前分布无关 ≅适用于随机的参数

,

也适用于参数是未知的固定值
∋

如果对参数 9 用贝叶斯方法作估计
,

并且取验前分布为

, =。卜兴豁
ς

Π半悬
‘“

,

=Λ
∋

� Μ >

则贝叶斯的验后密度与非贝叶斯的置信密度一致
? 因为

,

将 =Λ
∋

� Μ> 代入 =�∋ 弓>
,

有

)=夕ΚΒ > Ε
乙=Β &日>Χ=%>

Ν
7 =Θ ,”, “=”,‘”

户
。

=9 &户>
∋

=Λ
∋

� � >

所以
,

任何一个非贝叶斯推断都对应于采用了某种验前分布的一个贝叶斯推断
∋

在缺乏参数验前知识的情况下应用贝叶斯方法
,

必须假定一个验前分布
∋

由假设验

前分布得出的验后密度与某个非贝叶斯估计的置信密度一致
,

可以作为假设验前分布合

理性的一个标准
∋

若观测值
Β 服从正态分布

, 方差 护 巳知
,

被测物理量 日是观测值分布的期待值
,

即
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一一
Ε

—一
∋

一一Ω 一
∋

一一
一一一一

Ε

一一一
一一 一Ε Ω Ω 一

一
∋

一

)=
二

�

召云
。

; Β Χ

卜粤=止与
’

�二
·
=δ ≅ 。

,

护>
∋

ϑ 乙 ε =5 φ Ρ

=Λ
∋

� � >

实验观测得样本 Β

≅ 的 Ε

Ε =
Β ? , ⋯

, ? 、
>

∋

∀ 的最大似然估计值 白是样本平均值

汐Ε 牙

、,

名匀 升
汤二 &

正态样本平均值 牙服从期待值 ∀ 方差

一 (

的正态分布
,

所以

=Λ
∋

� # >

护一(

Μ> 一脉劲
一

瓷
;Β ·

Κ
一

誉尸井
用公式 =Λ

∋

∀ >求 日的置信密度 ?

:]= ”,句一 Π乞
。

命
, 俄

一怀
‘

,

劲
Ω

口>了日Ω
了万 丁 ( 阳二色

,

�
一 Ω 二二二一

∋

一 ; Β ) −一 下
Ω

、

—
� �

了� 二 , 7 ? 、 。 , Ρ

了。 一 口�

、
”

甲 ≅ 义 ’

万夕
· =Λ

∋

� Λ >

如果用贝叶斯方法估计 口
,

并且采用贝叶斯假设
,

令验前分布 )=日> 为=一 ]%
,

]% >区间上的

均匀分布
,

则由 =�
∋

∀ >
,

口的验后密度为
?

户=“‘’> 一

舔一
瓷

⋯

六下井
一

云, �
∃ Ο 龙 Ρ

立号
,

手 β − ∃ 乙汀 住

二Χ

卜合拱严>
�

Κ
,

二Χ

卜合汗并>
�

Κ

=牛马
�

Π一 =
。≅ 、,

熟 =Λ
∋

� Σ >

二
(一�

一

采用均匀验前密度
,

正态分布期待值的验后密度 =Λ
∋

�Σ> 与非贝叶斯的置信密度 =Λ �叼 一

致
∋

因此
,

在估计正态分布的期待值时
,

采用贝叶斯假设是合适的
∋

五
、

一

荷电粒子质量测定

本节以从动量和游离观测推断荷电粒子质量的问题为例
,

说明置信密度方法在高能

物理实验数据处理中的应 用
∋

在观测基本粒子的实验中
,

常利用公式

8 一 二
夕5

=Σ � >

测定荷电粒子质量8
∋

Χ 是粒子动量
,

口Ε 二
, ,

玄是粒子速度
, ‘
是光速 了 一

万了幕
‘

例如
,

测定形成磁云室照片上某根径迹的粒子质量的办法是
? 测量径迹曲率以导出粒子

动量估计值 办
,

侧量径迹上的水珠数以导出粒子速度的估计值 夕5 =本文中把夕丫简称为速
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度 >
,

然后计算粒子质量的估计值 后 一要
夕了

质量估计值的标准误差
9
=后> 通常利 用所

谓误差传播公式由动量估计值的标准误差
。
=句 和速度估计值的标准误差 。=口丫> 导出

?

竺鱼> Ι

ςΦ塑γ Ι 、
。
=歼>、

Ω
才屯 碑 ∋ 、

—
,

8 丫 ε Χ ς ε 月丫 ς
=弓

∋

� >

使用误差传播公式的条件是

竺业业《 �
,

匹亘应 《 �

在高能物理实验中
,

上述条件经常不能满足
∋

夕了

例如云南高山站的大型磁云室拍得的一张

宇宙线高能作用事例
「Λ� ,

其中
‘
粒子的动量估计值 Χ Ε � �Μ 2 ;γ ς

‘ ,

而云室最大可测动量

)α ? ?

Ε
Λ Ψ 2 ;γ ς

。 ,

任互鱼夕二 一卫一 ⊥ �, 不满足使用误差传播公式的条件
∋

这种情况下要推
)α 9 Β

断粒子质量
,

必须应用数理统计学的参数估计方法叭

待测定的某个荷电粒子质量8是一个未知的固定值
,

应该用非贝叶斯估计方法
∋

但

是
,

要从对 Χ 和介这两个量的估计结果利用函数关系=Σ
∋

�> 进一步推断质量 8
,

置信区间

方法无能为力
∋

应用置信密度方法可以对粒子质量作出准确和完整的概率推断
∋

�
∋

由动且和速度的里信密度求质量的里信密度

如果粒子速度 内 已知
,

则由 =Σ
∋

� >
,

动量 Χ 和质量8 是一一对应的函数

Χ Ε 8
·

口长

在 内 已知的条件下
,

对于动量估计值 乡
,

质量8 的置信密度 )] =8 ΚΧ
,

夕了>可以由动量 Χ

的置信密度 )] =Χ Κ句 利用求函数分布的公式 = �
∋

# > 导出
?

。=8 Κ。
,

, ? > 一 ,
‘

=Χ 一。> Ν典Κ一
。=) &。>, ?

∋

Π Η 乃压 Ν

=Σ
∋

# >

用求全概率的办法
,

可得六
的置信密度

)
;

=8 ΚΧ
,

产了> Ε

未知的情况下
,

对于动量和速度估计值 Χ 和 夕� ,

质量 8

Ν二
。 ,

·

=8 ‘。
’

声丫>)
]

=口丫 Κ夕丫>Η =夕丫>

一

Κ二
。 ,

·

=口? ‘歼, ,
·

=Χ 一哪
, ‘“, ““=“‘’

·

=Σ
∋

Λ >

由=Σ
∋

Λ >算得的置信密度分布 贰8 Κ乡
,

夕力
,

就是根据动量和速度的测量结果 乡和 口Δ
,

对于粒子质量8的一个完整的概率估计
∋

由=Λ
∋

, >
,

任意质量区间 〔8
& ,

8
�

�的置信水平
,

即区间 ϑ8
, ,

8
Ο

− 内包含质量真值8 的

概率为

):
=8

,

成 8 成 8
Ο

> Ε )
]

=8 Π乡
,

口丫>Η8

二
。 ,

。

=夕, 、芥>
ΠΚ

二
。 ,

‘

=双, 、游>
ΚΚ

8 ’

,
‘

=Χ 一 8月? Κ。>拌, Ρ

8 Ω

Χ’

,
‘

=Χ Κ。>‘Χ

Κ
碑=夕丫> ≅

闰
‘=“丫>

产∋哥∋∋∋,了广

−
Ρ‘尸∋性∋龟?
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)≅

Ε 8声了
,

Χ Ο

β 8
Ο

夕。?

动量 Χ 和速度夕� 都不是直接观测量
,

它们的置信密度 )] =Χ Ν句 和 )] 印了Κ夕价

从直接观测量的分布导出
∋

�
∋

动最估计

若荷电粒子在磁场 ∗ =2 > 中的曲率为 . =] α 一‘

>
,

则粒子动量

=Σ
∋

Σ >

还必须

Χ 一 # Μ Μ∗

告
=;∃ ς

·
,

·

扣除系统误差后
,

粒子径迹的曲率观测值 亡服从正态分布

户=乙≅ ; > Ε 。
=乙≅ ; ,

此>
∋

] 是曲率真值
,

氏是曲率观测的标准误差
,

由测量无磁场径迹的曲率分布定出
,

前面已经

讲过
,

正态分布 =Λ
∋

�� >期待值的置信密度是正态密度 =Λ
∋

�Λ >
,

所以曲率 ] 的置信密度是

丸=] Κ亡> Ε ,
=] ≅ 乙

,

代>
∋

对于动量估计值 。一 # ΜΜ ∗
告

,

由 =&
·

� >可得

.

丸=Χ Ν乡>即 一 户
‘

=. Ν乙>Ρ ] 一 ,
=] ? 亡

,

代>Ρ ]

斌五几
∴ ⎯ 厂] 一 乙ε

� �
,

,

; Β ) −一 竺了气

—
夕 &‘7

7 Ο ε 乓 ς 」

Ε Ζ
=

Β ? % ,

Θ 二二二

)α , Β

Ε

亡一 .

氏

&>Η
二 ≅

Ε 色塑
一

Ι 色�卫‘

Χ Χ

# ΜΜ ∗ 生
∋

氏

=Σ
∋

Τ >

利用上式
,

可以对粒子动量作统计推断
?
在动量区间 〔Χ

, , Χ ?

&中包含拉子动量真值 Χ

的概率

) :
=Χ

?

、 Χ 、 Χ Ο

> 一

Π??
,
·

=Χ ,”,‘Χ 一

Ν??
·
=
· ≅

Μ
,

�>Η
Β

Ε ( =
Β Ο ≅ Μ , � > 二 ( =

Β , ≅ Μ
,

� > ≅

Ε 鱼些
一

Ι Χ α 。 ?

八 ,

) Χ &

Ε 色巴
Ω

Ι
∋

旦些生
∋

) Χ Ο

( =
Β

标准正态分布函数 ( =毛 。
,

#
∋

速度估计

≅ Μ
,

‘

卜 &二
。 ·

=
· ≅ 。, � >沙二

&> 的数值可以在数理统计用表中查出
∋

=Σ
∋

! >

荷电拉子速度观测值屏系由一定长度上云室径迹水珠数目观测值
δ

目的期待值 α 和速度绝对值 Ν夕川的函数关系
,

即所谓
“
游离曲线

”
导出

∋

水珠数

α Ε α =Κ声了 Κ> =Σ
∋

∀ >
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与云室气体成份和工作条件有关
,

由拟合大量已知速度粒子的水珠数目观测值得到
∋

对

于一定速度的粒子
,

若它的水珠数目期待值为 α ,

且 。 》 � ,

则实际观测到的水珠数 碗 近

似服从正态分布
,

分布期待值为 。 ,

方差正比于 。 ?

Χ=碗 ≅ α > 上
,
=碗 ≅ 。

,

反。 >
∋

=Σ
∋

 >

参数及在游离曲线拟合时一并定出
〔幼Ρ∋

对于水珠数 目观测值 =即其估计值 > 碗
,

期待值α 的置信密度
,

可利用求置信密度的

公式 =Λ
∋

∀ >计算
?

)
;

=。 Κ价> Ε 一
南

9

一 口α
抓碗 ≅ 。>Η碗

南
Μ ∴ &

二尸一 、
一

气二二一一气二二二 ] Θ )
一‘ Η α ϑ

了� 二 丫友α

‘尸∋ ∋,∋,‘‘尸∋厄,诊‘

� ς
, ∋

汾、

Ε 一 飞& 十 一 Ν
� ε 阴 ς

一

ς万 ς 二了 ;Β Χ

∃ ‘兀 丫 气用

Ν
一

合=韧
’

扮“

Ν
一

含暗>
’

&∋
Λ

∋

质ϑ 推断

利用 =Σ
∋

� Μ> 和 =,
∋

∀ >
,

可将求质量区间 〔8
& ,

峡〕置信水平的公式 =Σ∋ 约 写为

Χ :
=8

,

= 8 = 峡> Ε 二
’

。=8 Κ。
,

床, Η8

户
‘

=α Κ碗>Χ
:
=Χ

≅

镇 ΚΧ Κ提 Χ?

>Η , ?

?Π
,
·

=Χ ,”, “Χ Γ

Π二?
’

,
·

=) ,

‘

&
?‘

≅
∋∀搜&&&ΑΑ‘

∃ 4
(∃ ,

成 Β∃ 0提 ∃ !

∗ ,

∃  , Χ
.

·

)夕丫 ( Δ ∗ 7
,

必 , Χ
! ·

Β夕了 (。 ∗】
&

( ,
&

) ) ∗

式中
,

声Ε (二∗ 表示与 Δ 值对应满足函数关系 ( ,
&

=∗ 的介值
&

将 ( ,
&

% ∗
、

( =
&

)5∗ 代入 ( =
&

) ) ∗
,

对 Δ 积分( 可以用数值积分方法完成 ∗
,

可以计算出任意

质量区间 〔Χ
, ,

嶙 0的置信水平
&

若由 ( ,
&

) )∗ 计算得到区间 /Χ
, , Χ !

3 的置信水平为 蜜
,

即

4Χ , Φ &

洲产、 Φ

∀ 4 ( Χ .

砚 Χ ( Χ .
∗ 一 7 ∀

Γ

( Χ 7∃
,

夕丫 ∗ ; Χ , 杏
&

∋ Χ
( =

&

) 6 ∗

上述结果的统计意义是
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