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Abstract: In this work, we calculate the sub-leading power contributions to radiative leptonic   decay. For
the first time, we provide the analytic expressions of next-to-leading power contributions and the error estimation as-
sociated  with  the  power  expansion  of  .  In  our  calculation,  we  adopt  two  different  models  of  the D-
meson distribution amplitudes   and  . Within the framework of QCD factorization as well as the dispersion
relation, we evaluate the soft contribution up to the next-to-leading logarithmic accuracy and also consider the high-
er-twist  contribution  from  the  two-particle  and  three-particle  distribution  amplitudes.  Finally,  we  find  that  all  the
sub-leading power contributions are significant at   MeV, and the next-to-leading power contributions
lead to 143% in   and 120% in   corrections to leading power vector form factors with   GeV. As the
corrections  from  the  higher-twist  and  local  sub-leading  power  contributions  are  enhanced  with  increasing  inverse
moment,  it  is  difficult  to  extract  an  appropriate  inverse  moment  of  the D-meson distribution  amplitude.  The   pre-
dicted branching fractions are   for   and   for  .
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I.  INTRODUCTION

Radiative leptonic  heavy  meson  decay  plays  an   im-
portant role in our understanding of strong and weak in-
teractions and also provides a background of pure lepton-
ic  decays.  It  is  apparent  that  the  corresponding  decay
amplitudes  depend  on  the  Cabibbo-Kobayashi-Maskawa
(CKM) matrix elements, the Fermi coupling constant, and
non-perturbative QCD  dynamics.  Although  we  can   ex-
tract  CKM  matrix  elements  from  pure  leptonic  heavy
meson  decay  processes,  it  is  difficult  to  measure  these
processes due to the well-known helicity suppression ef-
fect. In contrast, radiative leptonic decays are not subject
to helicity suppression due to the photon emission of the
charged particles.  In  addition,  the  radiative  leptonic   de-
cays are of interest on their own for exploring the factor-
ization properties of heavy quark decays.

D→ eνe γ

D+→ γe+ νe

In the heavy quark limit, both the B- and D-meson de-
cays  could  be  studied  within  the  factorization  approach;
the  leading  power  (LP)  predictions  of    are
presented  in  [1,  2],  where  the  final  state  photon  can  be
either  hard  or  soft.  In  2017,  the  BES-III  Collaboration
measured  the  radiative  leptonic    decay  [3],
and the upper limit on the branching fraction is approxim-

3.0×10−5 Ecut = 10

ΛQCD
mc

ately    with    MeV.  This  result  is  in
agreement with the LP predictions [1, 2]. However, as the
charm quark mass is not much larger than  , the ex-
pansion  of  inverse    will work  less  effectively   com-
pared  with  B-meson  decays.  Therefore,  a  further  study
with more careful treatment of the power suppressed con-
tribution  is  required.  As  the  energy  release  in D-meson
decays is not sufficiently large, some alternative methods
based on  the  non-perturbation  approach  are  also   em-
ployed in radiative leptonic D-meson decays, such as the
light-front quark  model  (LFQM),  non-relativistic   con-
stituent quark model (NRQM), and relativistic independ-
ent  quark  model  (RIQM) [4-7].  In  addition,  this  process
has been studied using the perturbative QCD (pQCD) ap-
proach  [8].  Most  of  the  predictions  are  within  the  upper
limit of the experimental measurement.

ΛQCD/mQ

In  this  work,  we  will  study  radiative  leptonic  D-
meson decay within the framework of QCD factorization
(QCDF) [9-13] as well as the dispersion relation [14-16].
In  the  framework  of  QCDF,  one  can  separate  long-dis-
tance and short-distance contributions via a simultaneous
expansion  in  the  power  of  the  strong  coupling  constant
and  ,  and  the  factorization  approach  has  been
applied  to  various  radiative  heavy  meson  decays  [7,  8,
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17-26],  and  other  processes  such  as  factorization  of  the
correlation  function  in  light-cone  sum  rules  [27-31].  As
the power suppressed contribution is expected to be very
important  in D-meson  decay,  we  will  perform  a  careful
investigation on the “soft” contribution, the local contri-
bution,  and  the  higher-twist  contribution.  Although  the
precision of  the  predictions  with  the  factorization   ap-
proach is  limited  due  to  the  low energy scale,  the   inclu-
sion of power suppressed contributions will  significantly
improve the reliability of the theoretical results.

Our paper  is  structured as  follows.  In  Sec.  II,  we  in-
troduce the theoretical framework. Then, we calculate the
two-particle  LP and soft  contributions  to  next-to-leading
logarithm  (NLL)  accuracy  and  evaluate  the  higher-twist
(HT)  contribution  from  two-particle  and  three-particle
light-cone distribution amplitudes (LCDA). Sec. III is de-
voted  to  our  numerical  analysis,  where  we  discuss  the
NLP contributions  in  detail  and  discuss  the  photon   en-
ergy  and  inverse-moment  dependence  of  form  factors.
Sec. IV will be reserved for our conclusion. 

II.  FORMALISM

The  radiative  leptonic  decay  amplitude  for  the  D-
meson can be written as 

A(D→ γℓν) =GF |Vcd |√
2

⟨
γℓν|

[
ℓ̄ γµ (1−γ5)ν

]
×

[
d̄γµ (1−γ5)c

]
|D(p+q)

⟩
, (1)

GF |Vcd |

p+q q = pℓ + pν

where   is the Fermi coupling constant, and   is the
CKM matrix element. We consider a D-meson with mo-
mentum  ,  where  p  and    denote the   mo-
menta of the photon and lepton pair,  respectively.  In the
D-meson  rest  frame,  we  can  decompose  the  four-mo-
menta of the photon and lepton pair in the light-cone co-
ordinate 

pµ =
n · p

2
n̄µ ≡ Eγn̄µ, qµ =

n ·q
2

n̄µ+
n̄ ·q

2
nµ, (2)

vµ = (p+q)µ/
mD = (nµ+ n̄µ)/2 nµ n̄µ n ·n = n̄ · n̄ = 0

n · n̄ = 2

and  the  velocity  vector  of  the D-meson  is 
,  where    and    satisfy 

and  .
D→ γℓνOne  could  compute  the    amplitude  to  the

first order of the electromagnetic interaction [16]: 

A(D→ γℓ ν) =GF |Vcd |√
2

(
igem ϵ

∗
ν

){
T νµ(p,q)ℓγµ

× (1−γ5)ν+Qℓ fD ℓγ
ν (1−γ5)ν

}
. (3)

FV

FA

Then,  we rewrite  the  hadronic  tensor  in  terms of 
and  

Tµν(p,q) =− i
∫

d4xeip·x ⟨0|T { jµ,em(x),[
d̄γν(1−γ5)c

]
(0)}|D(p+q)⟩ ,

=ϵµνρσ pρ vσFV − i
[
gµν p · v− vµ pν

]
F̂A

− i
vµ vν
pv

fD mD+ pµ-terms... (4)

ϵ0123 = +1 jµ,em =
∑

q Qqq̄γµ q

ϵ∗ · p = 0

with  ,  where    is the   electro-
magnetic  current,  and  the  last  term  is  canceled  for  the
sake of  . We can redefine 

FA(n · p) = F̂A(n · p)+
Qℓ fD

v · p , (5)

so the hadronic tensor can be written as 

Tνµ(p,q)→ϵµνρσ pρ vσ FV (n · p)

− i
[
gµν v · p− vν pµ

]
FA(n · p)+ iQℓ fD gµν ,

(6)

D→ γℓν FV FA

and  the  last  term  in  the  above  can  precisely  cancel  the
second term in Eq. (3). Finally, we can write the differen-
tial decay rate of   in terms of   and  

dΓ
d Eγ

(D→ γℓν) =
αem G2

F |Vcd |2

6π2 mD E3
γ

(
1−

2 Eγ
mD

)
×

[
F2

V (n · p)+F2
A(n · p)

]
. (7)

The following task is to compute the form factors of the
photon radiated from the down quark and charm quark. 

A.    Dispersion relation for the sub-leading
power contribution

γ∗ γ→ π

D→ γℓν
p2 < 0

Now  we  will  evaluate  the  leading  power  and  sub-
leading power  form factors  in  the  framework of  the  dis-
persion relation.  This approach was proposed in [14] for
the calculation of   form factors, and was applied
to  various  processes  [16,  32,  33]. In  the  dispersion   ap-
proach, the photon in the final state of   becomes
a  space-like  photon  ( ), and  we  can  treat  this   pro-
cess perturbatively. In the framework of heavy quark ef-
fective theory (HQET), the leading power form factors of
two-particle  tree-level  contributions  can  be  obtained  by
calculating the first diagram in Fig. 1 with a photon radi-
ated from the down quark: 

{FD→γ∗
V (n · p, n̄ · p), F̂D→γ∗

A (n · p, n̄ · p)}

=
Qd FD(µ)mD

n · p

∫ ∞

0
dω

ϕ+D(ω,µ)
ω− n̄ · p− i0

+O(αs,Λ/mc) , (8)
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ϕ+D(ω,µ)where   is the D-meson LCDA [34-36]
 

i FD(µ)mDϕ
+
D(ω,µ) =

1
2π

∫ ∞

0
dt eiω t ⟨0|(q̄s Ys)(t n̄)

× ̸n̄γ5 (Y†s cv)(0)|D(p+q)⟩ . (9)

Ys(t n̄) FD(µ)In the above,   is the soft Wilson line, and   is
the HQET decay constant:
 

FD(µ) =[K(µ)]−1 fD ,

K(µ) =1+
αs(µ)CF

4π

[
3 ln

mc

µ
−2

]
. (10)

The QCD spectral density in our calculation is extrac-
ted from (8):
 

Im FD→γ∗
V (n · p,ω′) =Im F̂D→γ∗

A (n · p,ω′)

=π
Qd FD(µ)mD

n · p ϕ+D(ω′,µ)

+O(αs,Λ/mc) , (11)

FV FAand the expression (applicable to   and  ) of the had-
ronic dispersion relation is given by
 

FD→γ∗ (n · p, n̄ · p) =
fρFD→ρ(q2)

m2
ρ− p2

+
1
π

∫ ∞

ωs

dω
ImFD→γ∗ (n · p,ω′)
ωs− n̄ · p . (12)

Im FD→γ∗ (n · p, n̄ · p) FV FA

Im FD→γ∗
V (n · p,ω′)

Im FD→γ∗
A (n · p,ω′) ω > ωs

ρ ω

mρ ≃ mω n̄ · p = 0
D→ ρ

FD→ρ(q2)

According  to  the  parton-hadron  duality  assumption,
the spectral density   for   ( ) is the
same  as  the  QCD  spectral  density 
( )  for  .  In  the  above,  we  have
combined the contributions of   and   because of the as-
sumption that  . Equating (8) and (12) at  ,
one  obtains  the  relation  of  the    form  factor

  and  the  QCD spectral  density.  Performing  the
Borel transformation, we have
 

FV (n · p) =
1
π

∫ ∞

0
dω′

1
ω′

[
Imω′ F

D→γ∗
V (n · p,ω′)

]
+

1
π

∫ ωs

0
dω′

n · p
m2
ρ

Exp

m2
ρ−ω′ n · p
n · pωM


− 1
ω′

} [
Imω′ F

D→γ∗
V (n · p,ω′)

]
,

(13)
 

F̂A(n · p) =
1
π

∫ ∞

0
dω′

1
ω′

[
Imω′ F̂

D→γ∗
A (n · p,ω′)

]
+

1
π

∫ ωs

0
dω′

n · p
m2
ρ

Exp

m2
ρ−ω′ n · p
n · pωM


− 1
ω′

} [
Imω′ F̂

D→γ∗
A (n · p,ω′)

]
,

(14)

ωM ωswhere    is  the  Borel  mass,  and    is  the  effective
threshold.

D→ γ∗ ℓν
Beyond  tree  level,  the  factorization  formulae  of  the

 form factors at leading power are 

FD→γ∗
V (n · p, n̄ · p) =F̂D→γ∗

A (n · p, n̄ · p) =
Qd FD(µ)mD

n · p

×C⊥(n · p,µ)
∫ ∞

0
dω

ϕ+D(ω,µ)
ω− n̄ · p− i0

× J⊥(n · p, n̄ · p,ω,µ)+ ... ,
(15)

C⊥(n · p,µ)
J⊥(n · p, n̄ · p,ω,µ)
where  the  hard  function    and  jet  function

  are extracted  simultaneously  by   per-
turbative matching  with  the  method  of  regions.  The   ex-
pressions of the hard function and jet function at one loop
have been calculated in [16]: 

C⊥ =1− αs CF

4π

[
2 ln2 µ

n · p +5 ln
µ

mc
−2Li2

(
1− 1

r

)
− ln2 r+

3r−2
1− r

lnr+
π2

12
+6

]
,

(16)
 

J⊥ =1+
αs CF

4π

{
ln2 µ2

n · p (ω− n̄ · p)
− π

2

6
−1− n̄ · p

ω

× ln
n̄ · p−ω

n̄ · p

[
ln
µ2

−p2 + ln
µ2

n · p (ω− n̄ · p)
+3

]}
,

(17)

r = n · p/mcwhere  .  Applying  the  Renormalization  Group
(RG) approach in the momentum space,  we improve the
factorization formulae for the form factors to NLL accur-
acy: 

 

Fig. 1.    Feynman diagram of the two-particle contributions at
tree  level,  where  the  double  line  represents  the  charm quark,
the  single  line  represents  the  down  quark,  and  the  square
boxes refer to the weak vertex.
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FD→γ∗
V (n · p, n̄ · p) =F̂B→γ∗

A (n · p, n̄ · p) =
Qd mD fD

n · p
×C⊥(n·p,µh1)K−1(µh2)U(n · p,µh1,µh2,µ)

×
∫ ∞

0
dω

ϕ+D(ω,µ)
ω− n̄ · p− i0

× J⊥(n · p, n̄ · p,ω,µ)+ ... ,
(18)

µ ∼
√
ΛQCD mc µh1 µh2

mc U(n · p,µh1,µh2,µ) = U1(n · p,µh1,µ)U−1
2 (n · p,

µh2,µ)
U1(n · p,µh1,µ)

where  the  factorization  scale  is  chosen  as  a  hard-collin-
ear scale  ,  and hard scales   and   are
of  order  . 

  is  the  renormalization  group  equation  of  the  hard
function.  The first  factor   (Appendix A) is
given by solving 

dU1(n · p,µh1,µ)
d lnµ

=

[
Γcusp(αs) ln

µ

n · p +γ(αs)
]

U1(n · p,µh1,µ)

(19)

U1(µ,µ) = 1 Γcusp(αs)
γ(αs)

U2(n · p,µh2,µ)
U1(n · p,µh1,µ)

Eγ U1(n · p,µh1,µ) n · p/2

with   as  the  initial  condition,  where 
and   are the cusp anomalous dimension and anomal-
ous  dimension,  respectively.  The  second  factor

 is given by setting the cusp anomalous di-
mension in the expression of   to zero. The
explicit expressions of the two factors could be given by
replacing   of   in [37] with  .

D→ γ n̄ · p
Now  we  can  obtain  the  dispersion  relation  of  the

 form factors by setting   in (19) to zero and in-
tegrating the convolution integrals in the spectral  repres-
entations (Appendix B):

FV,2P(n · p) =F̂A,2P(n · p) =
Qd mD fD

n · p C⊥(n · p,µh1)K−1(µh2)U(n · p,µh1,µh2,µ)
{ ∫ ∞

0
dω
ϕ+D(ω,µ)
ω

J⊥(n · p,0,ω,µ)

+

∫ ωs

0
dω′

n · p
m2
ρ

Exp

m2
ρ−ω′ n · p
n · pωM

− 1
ω′

 ϕ+D,eff(ω′,µ)
}
≡ FNLL

V,LP(n · p)+Fsoft
V,NLP(n · p) , (20)

FNLL
V,LP(n · p) Fsoft

V,NLP(n · p)where   and   are expressions includ-
ing the  first  part  and  second  part  in  the  brace  only,   re-
spectively.  The convolution integral  [37]  in  the LP form
factor is expressed as
  ∫ ∞

0
dω
ϕ+D(ω,µ)
ω

J⊥(n · p,0,ω,µ)

=λ−1
D (µ)

{
1+
αs(µ)CF

4π

[
σ2(µ)

 

+2 ln
µ2

n · pµ0
σ1(µ)+ ln2 µ2

n · pµ0
− π

2

6
−1

]}
, (21)

where the definition of the inverse moment is 

1
λD(µ)

=

∫ ∞

0
dω
ϕ+D(ω,µ)
ω

. (22)

ϕ+D,eff(ω′,µ)The  effective  distribution  amplitude    [33]
in the soft form factor reads

ϕ+D,eff(ω′,µ) =ϕ+D(ω′,µ)+
αs(µ)CF

4π

{(
ln2 µ2

n · pω′ +
π2

6
−1

)
ϕ+D,(ω

′,µ)+
(
2ln

µ2

n · pω′ +3
)
ω′

∫ ∞

ω′
dω ln

ω−ω′
ω′

d
dω
ϕ+D(ω,µ)
ω

− 2ln
µ2

n · pω′
∫ ω′

0
dω ln

ω′−ω
ω′

d
dω
ϕ+D(ω,µ)+

∫ ω′

0
dω ln2 ω

′−ω
ω′

d
dω

[
ω′

ω
ϕ+D(ω,µ)+ϕ+D(ω,µ)

]}
. (23)

 

B.    Local sub-leading power contribution and

higher-twist contribution
In this section, we will compute the higher-twist con-

tribution and the local sub-leading power contribution of
radiative  D-meson  decay.  The  local  sub-leading  power
contribution  in  this  procedure  is  given  by  evaluating  the
second diagram and the local term of the first diagram in
Fig. 1, which is the same as [37] by just changing the bot-
tom quark to a charm quark according to the symmetry of
heavy quarks:
 

FLC
V,NLP(n · p) =− F̂LC

A,NLP(n · p)

=
Qd fD mD

(n · p)2 +
Qc fD mD

n · pmc
, (24)

where  the  first  term  and  second  term  correspond  to  the
photon emission from the down quark and charm quark,
respectively.

The  higher-twist  contribution  is  from  the  non-local
term of the propagator in the first diagram in Fig. 1. The
hadronic tensor in the framework of HQET reads
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Tµν(p,q) =− iQq

∫
d4xeipx⟨0|T {d̄(x)γµd(x),

× d̄(0)γν(1−γ5)hv(0)}|D(p+q)⟩+ . . . , (25)

where the following tree level matching of the heavy-to-
light currents is used: 

d̄γµc = d̄γµhv+ . . . . (26)

We  will  consider  the  contribution  from  two-particle
twist-4  and  three-particle  LCDA of  the D-meson.  In  the
calculation of the contribution from three-particle LCDA
of  the D-meson,  the  light-cone  expansion  of  the  quark
propagator [38] in (25) is required:

Inserting the  above  propagator  into  the  correlation   func-
tion  (25),  we  can  obtain  the  factorization  formula  of  the
higher-twist  contribution.  At  tree  level,  the  factorization
formula can be further simplified by taking advantage of
the  QCD equation  of  motion  to  relating  the  two-particle
and three-particle LCDAs. Finally, we arrive at the high-
er-twist contributions: 

FHT
V,NLP(n · p) =F̂HT

A,NLP(n · p)

=− 2Qd fDmD

(n · p)2

 2(λ2
E +2λ2

H)

6Λ̄2+2λ2
E +λ

2
H

+
1
2

 , (28)

λ2
E λ2

Hwhere    and    denote the  higher-twist  matrix   ele-
ments defined by 

⟨0|q̄(0)gsGµν(0)Γhv(0)|D(p+q)⟩

=− i
6

FDλ
2
HTr

[
γ5ΓP+σµν

]
− 1

6
FD

(
λ2

H −λ2
E

)
Tr

[
γ5ΓP+(vµγν− vνγµ)

]
, (29)

Λ̄ = mD−mcand  . This expression is the same as the first
term in [33].

Collecting the results of (20), (24), and (28) together,
we  obtain  the  form  factors  of D-meson  decay  including
the NLP corrections: 

FV (n · p) =FNLL
V,LP(n · p)+Fsoft

V,NLP(n · p)

+FLC
V,NLP(n · p)+FHT

V,NLP(n · p) , (30)
 

F̂A(n · p) =F̂NLL
A,LP(n · p)+ F̂soft

A,NLP(n · p)

+ F̂LC
A,NLP(n · p)+ F̂HT

A,NLP(n · p) . (31)
 

C.    Power counting
Following [39], the power counting scheme relies on

the behavior of the D-meson distribution amplitude (DA): 

ϕ+D(ω,µ0) ∼
{

1/Λ ; ω ∼ Λ
0; ω≫ Λ , (32)

λD(µ0) ∼ Λ ω ∼ Λ
λD(µ0) ∼ Λ2/mc λD(µ0) ⩽

100 MeV

implying that the power counting of the inverse moment
is   with  . However, the scaling of the in-
verse  moment  should  be    with 

 in the heavy quark limit, and this will lead to 

FLP
V ∼ Fsoft

V ∼
(mc

Λ

)1/2
, for λD(µ0) ∼ Λ2/mc , (33)

λD
λD(µ0) ⩾ 200 MeV

this region will be shown in our numerical analysis of 
dependence.  When  , the  power   count-
ing scheme becomes 

FLP
V,2P ∼

(
Λ

mc

)1/2

, FNLP
V,2P ∼

(
Λ

mc

)3/2

, for λD(µ0) ∼ Λ ,
(34)

which is consistent with typical power counting rules. 

III.  NUMERICAL ANALYSIS

ϕ+D(ω,µ0)
We consider two models of the two-particle D-meson

DA   [16] in our calculation: 

ϕ+D,I(ω,µ0) =
ω

ω2
0

e−ω/ω0 , (35)
 

ϕ+D,II(ω,µ0) =
1

4πω0

k
k2+1

[
1

k2+1
− 2(σ1(µ0)−1)

π2 lnk
]
,

(36)

ω0 = λD(µ0) k = ω/(1 GeV) ϕ+D,I(ω,µ0)
ϕ+D,II(ω,µ0)

λD(µ0)
ϕ+D(ω,µ)

where  ,  and  .    and
  are based  upon  the  Grozin-Neubert   paramet-

rization (left panel) and Braun-Ivanov-Korchemsky para-
metrization  (right  panel),  respectively.  The  value  of

  is  taken  from  lattice  simulations  [40].  From  the
one loop evolution equation of   [41, 42], we de-
rive the scale-dependence of the inverse moment 

λD(µ0)
λD(µ)

= 1+
αs(µ0)CF

4π
ln
µ

µ0

[
2−2 ln

µ

µ0
−4σ1(µ0)

]
+O(α2

s) .

(37)
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σ1(µ0) σ2(µ0)In  the  above,    (   in  (21))  is  the  inverse-
logarithmic moment. The definition of the inverse-logar-
ithmic moment [37] is 

σn(µ) = λD(µ)
∫ ∞

0

dω
ω

lnn µ0

ω
ϕ+D(ω,µ), (38)

µ0 1GeV

µ = 1.2±0.2 GeV
µh1 = µh2 = O(mc) mc/2 ∼ 2mc

where   is fixed at  . One could find the other nu-
merical values of the input parameters in Table 1; the fac-
torization scale interval is  , and the hard
scale ( ) interval is  .

ϕ+D,I
λD(µ0) = 354MeV

n · p ∈ [1GeV,mD]
D→ γℓν

∼
Fsoft

V,NLP ∼

We  take    as  the  default  model  in  the  following
analysis.  With    and the  kinematic   re-
gion  ,  we  evaluate  the  sub-leading
power contributions of  . As shown in Fig. 2, the
sub-leading power contributions are sizeable. The higher-
twist contribution reduces the leading power contribution
by  approximately  35% 65%,  and  the  soft  contribution

  leads  to  a  30% 60%  reduction  in  the  leading

FNLL
V,LP

∼ Fsoft,LL
V,NLP

Fsoft,NLL
V,NLP

power  contribution  .  The  local  sub-leading  power
contribution  is  insensitive  to  the  photon  energy,  and  the
correction  to  the  LP  form  factor  is  approximately
20% 40%. Comparing the soft vector form factor 
with  ,  we  find  the  perturbative  QCD  correction
gives  rise  to  an  approximately  12.5%  shift  compared  to
the leading logarithm (LL) contribution.  From the above
discussion, we conclude that the leading power contribu-
tion is mainly corrected by the soft and higher-twist con-
tributions  at  low  photon  energy,  and  the  local  sub-lead-
ing correction to  the  LP form factor  is  enhanced at  high
photon energy.

λD(µ0)

Fsoft,NLL
V,NLP λD ⩽

0.15 GeV λD = 0.1 GeV Fsoft,NLL
V,NLP

n · p = mD n · p = 1 GeV

Fsoft,LL
V,NLP O λD(µ0) = 0.1 GeV
λD(µ0) = mD

FV λD = 0.1 GeV
Eγ = mD Eγ = 1 GeV

λD(µ0)

Now  we  investigate  the    dependence  of  the
sub-leading power contributions. As shown in Fig. 3, the
form  factor    decreases  rapidly  when 

.  With  ,  the  form  factor 
can decrease  the  leading  power  contribution  by   approx-
imately  100%  at    and  130%  at  .
The  NLL  resummation  gives  a  sizable  correction  to

,  both  of  (50%)  with    and
.  The  higher-twist  correction  to  the  form

factor    at    is  approximately  10%  at
 and 18% at  , and this result could be

explained by  the  analytical  expression  (28).  As  the   res-
ults are insensitive to the inverse moment of the D-meson
LCDA, the higher-twist and local sub-leading power cor-
rections  to  the  leading  power  form factors  are  enhanced
with  increasing  inverse  moment.  In  short,  the  next-to-
leading power contributions are large with small  ,
and the higher-twist  and local sub-leading power correc-
tions among them are insensitive to the inverse moment.

λD(µ0)
FV FA

FV FA

n · p = 1 GeV
D→ γ FV FA

FA−FV
µ

λD(µ0) σ1(µ0) σ2(µ0)
ϕ+D(ω,µ0)

ϕ+D(ω,µ0) ω

Fsoft,NLL
V,NLP

We have discussed the   dependence of the form
factors   and   in detail, and now we will focus on the
dependence  on  the  D-meson  LCDA  models  and  the
photon energy. From Fig. 4, we find that both   and 
are insensitive to the models for a large value of inverse
moment.  This  can  be  easily  concluded  from Fig.  3,  and
the discrepancies of the form factor predictions from dif-
ferent  models  are  enhanced  at  .  The  photon
energy  dependence  of  the    form  factors  ,  ,
and  their  difference   are  shown in Fig.  5.  In  our
calculation,  the  uncertainties  arise  from  the  errors  of  ,

,    and  ,  and  different  models  of  D-
meson  . It  is easy to find that the soft contribu-
tion is sensitive to the shape of   at small   from
the  analytical  expression  of  .  As  the  soft  and
higher-twist  contributions  are  symmetry  conserved,  the
symmetry  breaking  effect  originates  from  the  local  sub-
leading correction 

FA(n · p)−FV (n · p) =
2 fD

n · p

[
Qℓ −

Qd mD

n · p −
Qc mD

mc

]
+O(αs) .

(39)

Table  1.      Various  parameters  employed  in  our  calculation,
where the hadron masses and lifetimes are from [43] and the
others are from [16].

Parameter DATA Parameter DATA

mD 1.86965±0.05GeV n · pωs (1.5±0.2)GeV2

τD (1.040±0.007)×10−12 s µh1 1.288GeV

mc 1.288±0.020GeV µh2 1.288GeV

md 4.71±0.09MeV µ0 1GeV

|Vcd | ±0.221 0.004 µ (1.2±0.2)GeV

λD(µ0) 0.354+0.038
−0.03 GeV fD 212.0±0.7MeV

σ1(µ0) 1.5±1 λ2
E/λ

2
H 0.5±0.1

σ2(µ0) 3±2 2λ2
E +λ

2
H 0.25±0.15GeV2

n · pωM (1.25±0.25)GeV2 Λ̄ 0.58GeV

 

FV (2Eγ)

ϕ+D(ω,µ0) λD(µ0)

Fig. 2.      (color online) Photon-energy dependence of various
contributions to the form factor  , with the exponential
model  of    and  the  inverse  moment    =  354
MeV.
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fD

FA−FV

We should note that the local sub-leading power cor-
rection  only  depends  on  the  decay  constant  ,  and  this
can explain why the uncertainty of   is so small.

λD(µ0)

n · p = 2 Eγ ∼ O(mD)

We now consider the theory constraint on  . As
we  have  chosen  the  power  counting  scheme

 in our calculation of the factorization
formula, we should write the integrated decay rate as
 

∆BR(Ecut) = τD

∫ mD/2

Ecut

d Eγ
dΓ

d Eγ
(D→ γℓν) . (40)

∆BR(Eγ ⩾ 10 MeV) <
3×10−5 10 MeV

Ecut = 0.5 GeV
λD(µ0)

λD(µ0) = 354 MeV
(1.88+0.36

−0.29)×10−5

ϕ+D,II(ω,µ0) λD(µ0)
λD(µ0) > 270 MeV

λD(µ0)
(2.31+0.65

−0.54)×10−5

D→ γνℓ

From  the  BES-III  experiment,  we  know  the  upper
limit  on  the  branching  ratio 

 with  photon  energy  larger  than  .  As  the
photon  emission  off  the  charged  particle  is  not  a  soft
photon, we can choose  . One can see from
the left  panel  of Fig.  6  that  there  is  no  bound on 
for the Grozin-Neubert mode after including the soft and
higher-twist  contributions.  With  ,  our
prediction  of  the  branching  fraction  is  .
The right panel of Fig. 6 shows that the branching ratio of
the DA model   is large at small  , and the
experimental result yields a bound  . To
understand this result, we should note that the behavior of
the form factors in the Braun-Ivanov-Korchemsky model
is sensitive to the inverse moment of D-meson LCDA at
small  .  The  prediction  of  the  branching  fraction
from this  model  is  . It  is  difficult  to  ex-
tract  the  inverse  moment  of  D-meson  LCDA  in  the

  decays  as  the  inverse  moment  dependence  of
the NLP corrections is  complicated. As shown in Fig.  7,
the  higher-twist  and  local  sub-leading  power  corrections

FV (n · p)
λD(µ0) n · p

Fig. 3.    (color online) Dependence of the leading and subleading power two-particle contributions to the form factor   on the
inverse moment   at zero momentum transfer (left panel) and at   = 1 GeV (right panel).

 

n · p = mD n · p = 1 GeV
FV (FA) ϕ+D,I ϕ+D,II

Fig. 4.    (color online) Dependence of the form factors on specific models for the D-meson DA at   and at  . The
solid and dashed blue (green) curves indicate the predictions of   from model   and model  , respectively.

 

 

FV (2 Eγ) FA(2 Eγ)
λD(µ0)

Fig. 5.    (color online) Photon-energy dependence of the form
factors    and    as  well  as  their  difference  with

 = 354 MeV.
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are  enhanced  with  increasing  inverse  moment,  and  the
large correction makes it  hard to extract  the inverse mo-
ment.

1/mc

D→ γ lν

ϕ+D,I(ω,µ0)

ϕ+D,II(ω,µ0)

We know theoretically  that  the  power  corrections  of
  will  be  significant,  and  now  we  will  estimate  the

corrections  in  practice.  Although  it  is  less  effective  to
study the radiative leptonic D-meson decay by the factor-
ization  approach,  we  can  still  deepen  our  understanding
of  the  factorization  approach  through  the    pro-
cess.  If  we fix  the  photon energy at  0.5  GeV,  and adopt
the D-meson LCDA as  , the NLP correction to
the LP form factors is approximately 143%, and the cor-
rection  is  approximately  120%  when  the  LCDA  model

 is adopted. The above results indicate that the
power  suppressed  contributions  play  important  roles  in
radiative  leptonic  D-meson  decays,  which  is  consistent
with the theoretical analysis.

∼

The theoretical  uncertainties  from  the  LCDA   para-
meters are collected in Table 2, and the errors from these
parameters  are  approximately  10% 20%.  These  results
suggest  that  the  uncertainties  from  the  inverse-logar-

σ2(µ0)
ϕ+D,II(ω,µ0) σ1(µ0) λD(µ0)

FV FA FNLL
V,LP

FNLL
A,LP

O

ithmic moment   are great, while the dependence of
the  model    on    and    is more   re-
markable.  Comparing  results  evaluated  from  the  total
form factor   and   with the LP form factor   and

, it is manifest that sub-leading power contributions
yield  a  correction  of  approximately  (100%)  to  the
branching fraction.

D→ γ
O(ΛQCD/mD)

Now we  make  a  comparison  with  other  works.   Nu-
merical  results  of  different  methods  have  been  collected
in Table  3.  Results  from various  methods  are  consistent
with  the  experimental  upper  limit  except  for  the  pQCD
and RIQM results.  The  work  of  NRQM [6] is  an  exten-
sion  of  [7] by  including  the  diagrams  of  a  photon  emis-
sion  from  a  heavy  quark,  lepton,  and  W-boson,  which
leads  to  a  much  smaller  result.  In  [4],  the  LFQM  was
used to calculate the   form factor, and gave a reli-
able  prediction of  the D-meson decay.  The 
correction  in  the  factorization  method  was  calculated  in
[1],  which  was  extended  in  [2]  by  including  the  soft
photon  region.  The  predictions  of  these  two  works  have
been verified  experimentally.  We  improve  the   factoriza-

λD(µ0) = 354 MeV
σ1(µ0)

σ2(µ0) FNLL
V,LP FNLL

A,LP

FV FA

Table  2.      Branching  fraction  uncertainties  with
 associated with the inverse moment, the fac-

torization scale,  and two inverse-logarithmic moments 
and  . The LP results are evaluated from   and  ,
and the others are evaluated from   and  .

BR×106 λD(µ0)[ω0] µ σ1(µ0) σ2(µ0)

ϕ+D,I 18.8
+0.0 +0.74 +0.59 +2.01

−0.08 −0.87 −0.36 −1.56

ϕ+D,II 23.1
+1.64 +0.53 +4.73 +2.41

−1.58 −0.9 −3.88 −2.17

LP results 12.5
+2.4 +0.0 +0.45 +2.45

−2.2 −0.46 −0.68 −2.44

λD(µ0)
BR(D→ γlν,Eγ ≥ Ecut) Ecut ϕ+D,I(ω,µ0)

ϕ+D,II(ω,µ0)

λD(µ0) Ecut ϕ+D,I(ω,µ0)

ϕ+D,II(ω,µ0)

Fig.  6.      (color  online)  Blue  band  shows  the  inverse-moment    dependence  of  the  partial  branching  fractions  of
  for   =  0.5  GeV with  the  model   based  upon  the  Grozin-Neubert  parametrization  (left  panel)  and

with the model   based upon the Braun-Ivanov-Korchemsky parametrization (right panel). The red band shows the inverse-
moment   dependence of  the partial  branching fractions for   = 0.7 GeV with the model    (left  panel)  and with the
model   (right panel).

 

 

ϕ+D,I(ω,µ0) n · p = 1

Fig. 7.    (color online) Dependence of the NLP corrections to
the  LP  vector  form  factor  from  the  D-meson  DA  model

 on the inverse moment with   GeV.
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Eγ > 0.5 GeV

tion calculation  to  the  NLP  corrections,  and  our   predic-
tions of the branching fraction are in agreement with the
experimental upper limit. However, as shown in Table 2,
the sub-leading power contributions are important in this
work. From the  above results,  we conclude that  our   res-
ults  are  still  below  the  upper  limit  of  the  experimental
result,  and  predictions  of  the  branching  fraction  with

 need further experimental verification. 

IV.  CONCLUSION

mc

D→ γℓν

mc

We studied the NLP contributions of radiative lepton-
ic D-meson decay within the framework of factorization.
In the study of D-meson decay, both the QCD correction
and  the  power  correction  are  large  because  the  charm
quark  mass    is  not  sufficiently  large.  After  including
the  NLP  corrections,  the  theoretical  prediction  is  highly
improved. In  addition,  we  provided  the  analytic   expres-
sions of the NLP form factors for   with the soft
contribution, the power suppressed local contribution and
the higher-twist  contribution  included,  and  the  error   es-
timate from the expansion of  .

When  using  the  model  based  on  the  Grozin-Neubert
parametrization, the power suppressed correction is dom-
inated  by  the  soft  and  higher-twist  contributions  with

λD(µ0) = 354 MeV
λD(µ0) > 270 MeV

ϕ+D,II

λD(µ0) = 354 MeV
ϕ+D,I ϕ+D,II

Eγ = 0.5 GeV

. The experimental upper limit yields a
bound   according to the dependence of
branching fractions of the DA model   on the inverse
moment  of D-meson  LCDA,  but  the  importance  of  the
power  corrections  indicates  that  it  is  difficult  to  extract
the  appropriate  inverse  moment.  Numerically,  we  found
that all  the  sub-leading  power  contributions  are   signific-
ant  at  ,  and  the  next-to-leading  power
contributions will lead to 143% in   and 120% in 
corrections  to  leading  power  vector  form  factors  with

.

Eγ > 0.5 GeV

To  summarize,  the  branching  fraction  predictions  in
this  work  are  in  agreement  with  the  experimental  upper
limit, though the NLP corrections are significant. The ef-
fects of the power corrections require both theoretical and
experimental  studies,  and  we  hope  an  experiment  on

  can  be  conducted  in  the  future.  Other
sources of  the power correction exist,  such as the power
suppressed  heavy  quark  field  and  the  non-local  power
suppressed terms in the light quark propagator; they will
be investigated in future studies. 
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APPENDIX A: RENORMALIZATION GROUP
EVOLUTION FACTOR

This  expression  has  been  calculated  in  [37],  and  the
second  factor  just  requires  us  to  set  the  cusp  anomalous
dimension to zero; details can be found in this reference.

U1(Eγ,µh,µ) =exp
(∫ αs(µ)

αs(µh)
dαs

[
γ(αs)
β(αs)

+
Γcusp(αs)
β(αs)

(
ln

2Eγ
µh
−

∫ αs

αs(µh)

dα′s
β(α′s)

)])

= exp
− Γ0

4β2
0

(
4π
αs(µh)

[
lnr−1+

1
r

]
− β1

2β0
ln2 r +

(
Γ1

Γ0
− β1

β0

)
[r−1− lnr]

))(
2Eγ
µh

)− Γ0
2β0

lnr

r−
γ0
2β0

×
[
1− αs(µh)

4π
Γ0

4β2
0

(
Γ2

2Γ0
[1− r]2+

β2

2β0

[
1− r2+2lnr

]
− Γ1β1

2Γ0β0

[
3−4r+ r2+2r lnr

]
+
β2

1

2β2
0

[1− r] [1− r−2lnr]
)
+
αs(µh)

4π

ln 2Eγ
µh

 Γ1

2β0
− Γ0β1

2β2
0

+ γ1

2β0
− γ0β1

2β2
0

 [1− r]+O(α2
s)
]
. (A1)

 

APPENDIX B: SPECTRAL REPRESENTATIONS

We collect this dispersion representation of various convolution integrals from [16].
 

Table 3.    Results from different methods.

Method BR Method BR

ϕ+D,IModel  (1.88+0.36
−0.29)×10−5

NRQM [6] 4.6×10−6

ϕ+D,IIModel  (2.31+0.65
−0.54)×10−5

pQCD [8] (0.82±0.65)×10−4

LFQM [4] 2.5×10−5 RIQM [5] 3.34×10−5

QCDF [2] 1.92×10−5 BES-III [3] < 3×10−5
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1
π

Imω′
∫ ∞

0

dω
ω−ω′− i0

ln2 µ2

n · p (ω−ω′) ϕ
+
D(ω,µ)

=

∫ ∞

0
dω

[
2θ(ω′−ω)
ω−ω′ ln

µ2

n · p (ω′−ω)

]
⊕
ϕ+D(ω,µ)+

[
ln
µ2

n · pω′ −
π2

3

]
ϕ+D(ω′,µ) , (B1)

 

1
π

Imω′
∫ ∞

0

dω
ω−ω′− i0

ω′

ω
ln
ω′−ω
ω′

ln
µ2

−n · pω′ ϕ
+
D(ω,µ)

=− ω
′

2

{∫ ∞

0
dω ln2

∣∣∣∣∣ω−ω′ω′

∣∣∣∣∣ d
dω
ϕ+D(ω′,µ)
ω

+

∫ ∞

ω′
dω

[
2 ln

µ2

n · pω′ ln
ω−ω′
ω′

−π2
]

d
dω
ϕ+D(ω′,µ)
ω

}
, (B2)

 

1
π

Imω′
∫ ∞

0

dω
ω−ω′− i0

ω′

ω
ln
ω′−ω
ω′

ln
µ2

n · p (ω−ω′) ϕ
+
D(ω,µ)

=ω′
{∫ ∞

0
dω

[
θ(ω′−ω)
ω−ω′ ln

ω′−ω
ω′

]
⊕

ϕ+D(ω′,µ)
ω

+
1
2

∫ ∞

ω′
dω

[
ln2 µ2

n · p (ω−ω′) − ln2 µ2

n · pω′ +
π2

3

]
d

dω
ϕ+D(ω′,µ)
ω

}
,

(B3)
 

1
π

Imω′
∫ ∞

0

dω
ω−ω′− i0

ω′

ω
ln
ω′−ω
ω′

ϕ+D(ω,µ) = −ω′
∫ ∞

ω′
dω ln

ω−ω′
ω′

d
dω
ϕ+B(ω,µ)
ω

. (B4)
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