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Abstract: The decay of Higgs boson into two spin-1/2 particles provides an ideal system to reveal quantum entan-
glement and Bell-nonlocality. Future   colliders can improve the measurement accuracy of the spin correlation
of  tau  lepton pairs  from Higgs  boson decay.  We show the  testability  of  Bell  inequality  through   at  Circular
Electron Positron Collider (CEPC). Two realistic methods of testing Bell inequality are investigated, i.e., Törnqvist's
method and Clauser-Home-Shimony-Holt (CHSH) inequality. In the simulation, we consider the detector effects of
CEPC including uncertainties for tracks and jets from Z boson in the production of  . Necessary reconstruc-
tion approaches are described to measure quantum entanglement between   and  . Finally, we show the sensitiv-
ity of CEPC to Bell inequality violation for the two methods.
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I.  INTRODUCTION

It is  well  known  that  the  most  significant  debate   re-
garding whether  Quantum  Mechanics  (QM)  is  a   com-
plete local theory stems from the challenge raised by Ein-
stein, Podolsky, and Rosen, commonly known as the EPR
paradox  [1].  The  interpretation  of  the  EPR  paradox  in
local hidden  variable  theory  (LHVT)  shows  the   contra-
diction  of  LHVT  with  QM  and  presents  the  non-local
nature of QM. Subsequently, Bohm et al. proposed a real-
istic experiment with a system of two spin-1/2 particles to
illustrate  the  EPR paradox  [2]. Based  on  this   considera-
tion,  Bell  established  a  theorem  that  the  two  particles'
spin correlation satisfies a Bell inequality (BI) in realistic
LHVT [3].  By contrast,  the  QM predictions  may violate
this inequality  in  some certain  parameter  space.  Further-
more, Clauser, Horne, Shimony, and Holt (CHSH) gener-
alized the original Bell inequality and established a more
practical inequality [4]. The test of the Bell inequality de-
livers a direct justification if  the QM is a complete local
theory [5].

In  the  past,  the  violation  of  this  Bell  inequality  has
been observed in many low-energy experiments (such as
optical experiments) [6−13] as the foundation of modern
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quantum information  theory.  The  predictions  of  QM are
proved to  be  consistent  with  the  results  of  these   experi-
ments. However, for testing the completeness of QM bey-
ond  the  electromagnetic  interaction  regime,  it  is  still  a
challenge  of  the  test  of  Bell  inequality  in  high-energy
physics (see review Ref. [14] and references therein). At

 colliders, the testability of BI was first suggested by
using  the  polarization  correlation  in  the  process  of

  [15,  16]  or    [17−19].
Based  on  the  CHSH  method,  dedicated  proposals  were
also raised to test BI in the final states of   pair [20−29]
or  two weak gauge bosons [30−38] at  the Large Hadron
Collider  (LHC).  Nevertheless,  spin-0  state  formed  by  a
pair  of  spin-1/2  particles  in  the  process  such  as

  exhibit  the  largest  entanglement.
This  is  due  to  the  fact  that  the  two  spin-1/2  particles
emerging from the decay of a spin-0 particle always have
the  same  helicity.  Conversely,  for  the  production  in  a
mixture of  spin  singlet  and  triplet  channels,  the   mag-
nitude of the correlation is smaller because of the cancel-
lation of different contributions.

The  Higgs  boson  is  the  only  spin-0  elementary
particle  in  the  Standard  Model  (SM)  and  can  play  as  a
natural  spin  singlet  state  to  test  LHVT  through  the  Bell
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inequality  at  high  energies.  The  properties  of  SM Higgs
boson  will  be  measured  to  high  precision  at  future 
colliders  such  as  the  Circular  Electron  Positron  Collider
(CEPC) [39]. Hence, we propose to test the Bell inequal-
ity at  CEPC via Higgsstrahlung process with subsequent
decay   [27, 40] 

e+e−→Zh→Zτ+τ− . (1)

τ±→π±ντ

The tau lepton pair is correlated in the decay process,
and  Bell  inequality  (or  quantum  entanglement)  can  be
tested by measuring their spin correlation. However, spin
information of  the  tau  leptons  can  only  be  partially   in-
ferred from its decay particle. Here, we consider only the
tau leptons followed by the 1-prong decay mode 
which is the best spin analyzer for the tau lepton polariza-
tion. In principle, the other decay modes can also be em-
ployed. However,  it  is  more  challenging  in  practice   be-
cause of the kinematic reconstruction of the tau lepton as
well  as  limited  spin  analyzing  power.  To  exhibit  higher
statistics, the associated Z boson will be reconstructed by
both its leptonic and hadronic decay modes. Furthermore,
Törnqvist's  method  [15]  and  CHSH  method  [4] are   ex-
plored to evaluate the violation of Bell inequality. To en-
sure a more realistic estimation on the experimental sens-
itivities,  we  investigate  the  kinematic  reconstruction  and
simulate the  detector  effects  to  reveal  the  quantum   en-
tangled spin correlations in the decay of tau pairs.

2
√

2

h→ττ

It should be noted that QM predicts a larger bound of
the  joint  expectation  values  in  CHSH method,  i.e., 
as  opposed  to  2  [41].  One  might  suspect  that  a  certain
Quantum Mechanics (QM) setup would not violate Bell's
inequality.  New  physics  beyond  the  Standard  Model
(SM)  could  potentially  alter  the  angular  distributions  of
tau-lepton decay products. However, there is currently no
solid  evidence for  such new physics,  and any deviations
from  the  SM  interactions  are  constrained  to  be  very
small. Therefore, our study is conducted based on the as-
sumption  that    decay  and  tau  decay  processes  are
described by SM.

h→τ+τ−→π+ν̄τπ−ντ
e+e−→Zh→

Zτ+τ−

This study is organized as follows. In Sec. II, we first
outline  the  LHVT  and  Bell  inequality.  Then,  we  show
Törnqvist's method and CHSH method in terms of the po-
larization correlation in decay  . In Sec.
III,  we  describe  the  simulation  of  process 

  and discuss  the  detector  effects  as  well  as   recon-
struction  methods.  The  results  of  projected  sensitivity  to
the Bell  inequality violation are provided in Sec.  IV. Fi-
nally, in Sec. V, we summarize our conclusions. 

II.  LOCAL QUANTUM MODEL AND BELL
INEQUALITY

In this  section,  we describe  the  original  and general-

ized expressions of Bell inequality and the realistic meth-
ods of testing it in high-energy physics.

In  the  LHVT  with  the  hidden  variable  being  λ,  the
Bell inequality can be phased in terms of the polarization
correlation as follows: 

P(a⃗, b⃗) =
∫

dλq(λ) ·PA(a⃗,λ) ·PB(b⃗,λ) , (2)

PA(B)(x⃗,λ)
x⃗ = a⃗ (b⃗)

q(λ)

a⃗ b⃗ c⃗

where   denotes the probability of the fermion A
(or B)  with spin along the direction    for  a  given
hidden variable λ, and   is the corresponding probabil-
ity distribution of the hidden variable λ. The original ex-
pression  of  Bell  inequality  refers  to  three  independent
spatial directions  ,  , and   as: 

∣∣P(a⃗, b⃗)−P(a⃗, c⃗)
∣∣ ≤ 1+P(b⃗, c⃗) . (3)

O(a⃗, b⃗) ≡
[
σ⃗A · a⃗

] [
σ⃗B · b⃗

]On  the  other  hand,  in  QM,  the  quantum  average  of  the
correlation operator   is given by
 

P(a⃗, b⃗) =
⟨
00
∣∣[σ⃗A · a⃗

] [
σ⃗B · b⃗

]∣∣00
⟩
= −a⃗ · b⃗ , (4)

⟨00| |00⟩

h→τ+τ− τ±→
π±ντ

where   or   refers to a singlet state of the total spin.
After  inserting the QM prediction Eq.  (4)  in Eq.  (3),  the
Bell inequality Eq. (3) may be violated in some region of
phase space. However, in realistic investigations, the spin
correlation of the two fermions A and B can only be trans-
ferred to the kinematics of their decay products. In terms
of    and  tau  leptons'  hadronic  decay  mode 

,  we  will  describe  two  existing  methods  to  perform
the test of Bell inequality at high energy colliders. 

A.    Törnqvist's method
In Ref. [15], Törnqvist suggested to test the BI by us-

ing the polarization correlation in the process: 

e+e−→ΛΛ̄→π−pπ+ p̄ . (5)

ΛΛ̄ ηc

J/ψ
h→τ+τ−→π+ν̄τπ−ντ

h→τ+τ−

τ+τ−

The  parent  particle  of    could  be  either  spin-0    or
spin-1  . However, instead we established the polariza-
tion  correlation  of  decay  .  Given  that
Higgs  boson  is  a  scalar  and  the  τ-lepton  is  a  spin-1/2
particle, the decay process   provides an ideal sys-
tem for testing the Bell inequality. The joint spin density
matrix for the   system is as follows: 

ρττ̄ =
1
4

Ä
1− σ⃗τ · σ⃗τ̄

ä
, (6)

σ⃗τ σ⃗τ̄This  implies  that  the  state  with  parallel    and    van-
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O(a⃗, b⃗)
ishes  because  of  spin-zero  condition.  For  the  correlation
operator  , one can easily find the probability as:
 

P(a⃗, b⃗) =
⟨
00
∣∣ρττ̄O(a⃗, b⃗)

∣∣00
⟩
= −a⃗ · b⃗ . (7)

We show  the  calculation  of  the  spin  correlation   coeffi-
cients in Appendix A.

τ−→π−ντ

τ−→π−ντ

However,  the  spin  states  of  the  τ-leptons  cannot  be
measured directly  at  collider,  and  they  can  only  be   ac-
cessed  by  the  angular  distributions  of  their  decay
products.  Here,  we  only  investigate  the  1-prong  decay
mode  , in which the momentum direction of the
charged pion (or equivlently the neutrino) is correlated to
the spin direction of the tau lepton. Thus, this decay mode
has  the  largest  spin  analyzing  power  when  compared  to
the cases of the other decay modes. The decay amplitude
of  process    in  the  rest  frame  of  the  mother
particle can be expressed as:
 

Mτ =
1√
4π

(
S +Pσ⃗τ · a⃗

)
, (8)

a⃗ π−

τ−

τ+→π+ν̄τ
π− a⃗ π+ b⃗ b⃗

π+

τ+

where   denotes the unit vector along   momentum dir-
ection in the rest frame of  , S, and P are S- and P-wave
amplitudes,  respectively.  Similar  expression  is  valid  for
decay process   as  well.  Then,  the probability of
 flying along   and   flying along   (  is the unit vec-

tor along the   momentum direction in the rest frame of
) becomes

 

P̃(a⃗, b⃗) =
⟨
00
∣∣ρττ̄[MτMτ̄

]† [MτMτ̄

]∣∣00
⟩

=

ï
1

4π

Ä∣∣S ∣∣2
+
∣∣P∣∣2
äò2 Ä

1+α2a⃗ · b⃗
ä
, (9)

where
 

α = − 2ℜS P∗∣∣S ∣∣2
+
∣∣P∣∣2 ≈ 0.573 . (10)

P̃(a⃗, b⃗)

P̃N(a⃗, b⃗) P(a⃗, b⃗)

The aforementioned value is obtained by fitting in our nu-
merical  simulation.  It  can  be  observed  that    is  a
partial measurement of the spin states of τ-lepton pair. Its
normalized value   is related to   by the fol-
lowing relation
 

P(a⃗, b⃗) =
1
α2

î
1− P̃N(a⃗, b⃗)

ó
. (11)

The normalized  differential  cross  section  can  be   ex-
pressed as;
 

1
σ

dσ
dcosθab

=
1
2

P̃N(a⃗, b⃗) =
1
2

î
1−α2 P(a⃗, b⃗)

ó
, (12)

cosθab ≡ a⃗ · b⃗ = −P(a⃗, b⃗)where  . On the other hand, hidden
variable theory predicts [15]: 

∣∣∣P(a⃗, b⃗)
∣∣∣ ≤ 1− 2

π
θab , θab ∈ [0,π] . (13)

Then,  we  have  the  following  classical  region  satisfying
the Bell inequality  

1
2
−α2
Ä1

2
− θab

π

ä
≤ 1
σ

dσ
dcosθab

≤ 1
2
+α2
Ä1

2
− θab

π

ä
,

θab ∈ [0,π/2]

1
2
+α2
Ä1

2
− θab

π

ä
≤ 1
σ

dσ
dcosθab

≤ 1
2
−α2
Ä1

2
− θab

π

ä
.

θab ∈ (π/2,π]
(14)

 

B.    Clauser-Home-Shimony-Holt inequality
Clauser, Horne, Shimony, and Holt (CHSH) general-

ized  the  original  Bell  inequality  Eq.  (3)  by  considering
general  properties  of  the  quantum  density  matrix  of  a
spin-1/2  particles  system  [4].  Density  matrix  of  the
quantum  state  having  two  spin-1/2 particles  can  be   ex-
pressed in general as: 

ρ =
1
4

î
IA⊗ IB+Ai ·

(
σA,i⊗ IB

)
+B j

·
(
IA⊗σB, j

)
+Ci j

(
σA,i⊗σB, j

)ó
, (15)

σA(B),i IA(B) 2×2
A (B)

where    and    are  Pauli  matrices  and  unit 
matrix  for  particle  ,  respectively.  The Bell  operator
associated  with  the  quantum  CHSH  inequality  can  be
defined as: 

BCHSH = a⃗ · σ⃗A⊗
(
b⃗+ b⃗′

)
· σ⃗B+ a⃗′ · σ⃗A⊗

(
b⃗− b⃗′

)
· σ⃗B ,

(16)

a⃗ a⃗′ b⃗ b⃗′where  ,  ,  ,    are unit  vectors.  Then,  the  CHSH  in-
equality can be provided by [42] 

∣∣∣Tr(ρBCHSH)
∣∣∣ ≤ 2 . (17)

a⃗ a⃗′ b⃗ b⃗′

Similarly, in practice it is hard to test the above inequal-
ity directly because of the challenge in measuring of the
spin directions  ,  ,  ,  . Alternatively, the matrix with
following coefficients 
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Ci j = Tr
[
ρσi⊗σ j

]
, (18)

U =CTC
can provide an indirect inequality. It is shown that if sum
of  the  two  largest  eigenvalues  of  the  matrix    is
larger than 1, then the CHSH inequality is violated [42].

At  colliders,  the  density  matrix  can  be  estimated  by
angular  distributions  of  the  two spin-1/2  particles'  decay
products. The normalized differential cross section can be
generally parameterized as [43]: 

σ−1dσ
dcosθA,idcosθB, j

=
1
4

î
1+Ai cosθA,i

+B j cosθB, j+Ci j cosθA,i cosθB, j

ó
, (19)

θA(B),i( j)

A (B)
i( j)

h→τ+τ−→π+ν̄τπ−ντ

where   denote the polar angle of charged particles
  from  the  decays  of  their  mother  particles  that  are

measured  from  -th  axis.  The  helicity  basis  is  always
chosen  for  the  spins  of  the  two  taus.  In  our  case  of

, the cosine quantities of the above po-
lar angles are defined as: 

cosθπ+ ,i = p̂π+ · î , cosθπ− , j = p̂π− · ĵ , (20)

î ĵ
τ+ τ−

ĵ ∈ {k̂, r̂, n̂} î = − ĵ
k̂

τ−

τ− r̂
τ− k̂

n̂ = k̂× r̂

where unit vectors   and   are defined in the rest frames
of    and  , respectively.  They  belong  to  a  chosen  or-
thonormal basis   and satisfy the relation  .
More precisely, we define a unit vector   as the direction
of   momentum in the rest frame of the Higgs boson. In
the  rest  frame of    lepton,  we define  a  unit  vector    in
the decay plane of  the    lepton and perpendicular  to  ,
and a unit vector  . It was shown that the matrix C
can be calculated as [21, 43]: 

Ci j = −9
∫

dcosθA,idcosθB, j
σ−1dσ

dcosθA,idcosθB, j
cosθA,i cosθB, j .

(21)

CTC

tt̄

Then, one can diagonalize the spin correlation matrix
 and determine the two largest eigenvalues to test the

CHSH inequality.  Given  that  the  Higgs  boson  is   con-
sidered to be on-shell and its spin is zero, there is no in-
variant mass  and  orientation  dependencies  when   com-
pared to   final states in Ref. [21]. 

III.  MEASUREMENTS AT FUTURE LEPTON
COLLIDERS

e+e−

e+e−→Zh h→τ+τ−
τ±→π±ν

At    colliders,  the  dominant  production  mode  of
the Higgs boson is the so-called Higgsstrahlung channel,

.  For  our  interested  mode    with  sub-
sequent decay channels  , two neutrinos appear in
the final  state.  Hence,  kinematic  reconstruction is  neces-

τ+

τ−
sary  to  measure  quantum  entanglement  between    and
. Next,  we  describe  our  numerical  simulation  and   im-

plementation of  the  detector  effects  and  then  the   recon-
struction approaches in both the leptonic and hadronic de-
cay modes of Z boson. 

A.    Simulation and detector effects

MadGraph5_aMC@NLO

Z→ℓ+ℓ− (ℓ = e,µ)
τ±→π±ν

| p⃗T |

Our  numerical  simulations  are  conducted  using
 [44] package, and the quantum en-

tangled spin correlations in the tau-lepton decay are pre-
served by TauDecay [45] package. For a realistic simula-
tion, detector resolutions have to be included for the ob-
jects.  Charged  tracks  can  be  precisely  measured  by  the
CEPC detector for the decay products in 
or  . Table 1  lists typical  uncertainties  of  the azi-
muthal angle (ϕ), rapidity (η), and magnitude of the trans-
verse momentum ( ) at CEPC [39]. It can be observed
that the CEPC uncertainties for tracks are quite small. We
smear  tracks  (both  leptons  and  pions)  by  randomly
sampling the azimuthal angle, pseudo-rapidity, and trans-
verse momentum according to Gaussian distribution with
standard deviations listed in Table 1 [46, 47].

However,  the  uncertainties  associated  with  jets  from
Z boson hadronic  decays  are  relatively  large.  The meas-
urement of jets is not only affected by the fragmentation
of partons and the corresponding jet clustering processes,
but  also  by  the  clustering  of  reconstructed  objects  after
detector  response  and  their  matching  to  the  jets  at  the
generator level [48]. The results in Ref. [49, 50] indicate
that  the  uncertainty  induced  by  the  jet  clustering  and
matching can be as significant as those from the detector
response, and it  becomes the dominant uncertainty espe-
cially  for  final  state  with  more  than  two  jets.  Hence,
sophisticated jet clustering algorithm has to be used [48].
The energy resolution of the jet from light quarks can be
described as [39]: 

σjet(E) =
25.7%√

E
⊕ 2.4% . (22)

Z→qq̄

Jets  from  charm  and  bottom  quarks  have  slightly  larger
uncertainties because of neutrinos in their decays [39]. In
consideration of this,  in this  study,  we also use a smear-
ing algorithm to account for detector resolutions. Detect-
or  responses  to  the  partons  (for  channel  ) are   in-
cluded  by  smearing  energy  of  the  partons  according  to
Gaussian  distribution  with  standard  deviations  provided

 

Table 1.    CEPC uncertainties for tracks.

Observables Uncertainties

ϕ |η|0.0002  + 0.000022

η |η|0.000016  + 0.00000022
| p⃗T | | p⃗T |0.036
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in Eq. (22).

pT

∆pT ∆ϕ ∆η

pT

To observe  the  impact  of  the  aforementioned   uncer-
tainties, in Fig. 1, we show the distributions of the differ-
ence between the real  value and smeared value of   trans-
verse  momentum  ,  azimuthal  angle  ϕ,  and  rapidity  η
(defined as  ,   and  )  for  the objects  in  different
decay  modes  of Z  boson.  It  can  be  observed  that  due  to
the jet  energy smearing, the   uncertainties of jets in Z
boson's hadronic decay are quite large when compared to
those in the leptonic mode. Hence, the Z boson decaying
to dijet is not well reconstructed as shown in Fig. 2.

Furthermore,  detection  efficiency  is  also  affected  by
particle identification.  For  CEPC,  the  detector  is   de-
signed  to  identify  prompt  leptons  with  high  efficiency
and  high  purity  [39].  For  leptons  with  energies  above  5
GeV, the identification efficiency is higher than 99% and
misidentification  rate  is  smaller  than  2%.  For  τ-jet  with
visible energy between 20 and 80 GeV, the identification
efficiency  exceeds  80%  with  a  purity  closing  to  90%
[39], and further improvement can be expected by optim-
izations. In our simulation, we ignore the momentum de-
pendence  and  use  an  universal  identification  efficiency
80% estimate experimental significance for τ-jet. For jets
from hadronic decay of the Z boson, b-jets can be tagged
with an efficiency of 80% and a purity of 90%. Similarly,
an efficiency of 60% and a purity of 60% can be realized
for the c-jet tagging [39]. In our case, given that the Z bo-
son  is  treated  inclusively,  jet-tagging  is  irrelevant  to  our
analysis. Therefore,  we  will  use  an  factor  of  0.8  to   ac-
count for possible efficiency loss in reconstruction at the
detector level. 

B.    Reconstruction method
For the decay of  the Higgs boson,  the corresponding

ph = pe+ + pe− − pZ

P0 =
√

s P⃗ = 0 P = pe+ + pe−

p2
h = s+

p2
Z −2EZ

√
s

p2
h ≈ m2

h
p2

h ≡ m̂2
h

m2
h

phase space has 8 degrees of freedom, 6 of which can be
measured  due  to  the  presence  of  two  charged  pions.
Hence,  only 2 degrees of  freedom remain undetermined.
Considering  that  the  decay  width  of  the  τ-lepton  is  very
small compared to its mass, it is a reasonable approxima-
tion to  assume that  both τ-leptons are  on-shell.  With the
aid of the on-shell conditions, all  8 kinematic degrees of
freedom can be determined. In the following studies,  we
always assume that the Z-boson is reconstructed from its
visible  decay  products,  and  the  momentum of  the  Higgs
boson is obtained using the energy-momentum conserva-
tion condition,  i.e.,  . In  the  approxima-
tion  of  ,  and    with  ,  invariant
mass  of  the  Higgs  momentum  is  given  by 

.  Given  that  the  decay  width  of  Higgs  boson
is also expected to be very small,   is again an ex-
cellent  approximation.  In  practice,    may  deviate
from   significantly due to experimental uncertainties in
measurement of the Z boson momentum.

Given  that  the  Higgs  boson  decays  isotropically,  the
reconstruction  is  done  in  the  rest  frame  of h.  Assuming
that  both  τ-leptons  are  on-shell, then  energy  and   mag-
nitude of the τ-lepton momentum in this reference frame
can be obtained directly as follows: 

E⋆
τ =

1
2

m̂h , p⋆τ =
1
2

m̂h

 
1− 4m2

τ

m̂2
h
. (23)

τ± π±Intersection  angles  between  momentum of    and    in
this frame are as follows: 

cosθ⋆± =
2E⋆

τ E⋆
π± −m2

τ −m2
π±

2p⋆τ p⋆π±
. (24)

 

∆pT ∆ϕ ∆η e±

π±
Fig. 1.    (color online) Normalized number of events as a function of   (left),   (middle) and   (right) for the objects (blue:   or
jet j, green:  ) in leptonic (top) and hadronic (bottom) decay modes of Z boson.
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x− z

Without  loss  of  generality,  we  define  z-axis as  the  mo-
mentum  direction  of  the  negatively  charged  decay
product, and the positively charged decay product lies in

 plane. In this reference frame, momenta of the of the
charged decay products can be expressed as: 

p⋆µπ− = E⋆
π−
(
1, 0, 0, β⋆π−

)
, (25)

 

p⋆µπ+ = E⋆
π+

(
1, β⋆π+ sinθ⋆π+ , 0, β⋆π+ cosθ⋆π+

)
. (26)

τ−

ϕ⋆−

Furthermore,  defining  the  azimuthal  angle  of  -
lepton as  , its momentum can be parameterized as: 

p⋆µτ− = E⋆
τ

(
1, β⋆τ sinθ⋆− cosϕ⋆−, β

⋆
τ sinθ⋆− sinϕ⋆−, β

⋆
τ cosθ⋆−

)
,

(27)

β⋆τ =
√

1−4m2
τ/m̂

2
h

τ+
where  . It turns out that momentum of
-lepton can be expressed as: 

p⋆µτ+ = E⋆
τ

(
1, −β⋆τ sinθ⋆− cosϕ⋆−, −β⋆τ sinθ⋆− sinϕ⋆−, −β⋆τ cosθ⋆−

)
.

(28)

p⃗ ⋆
τ+ · p⃗ ⋆

π+ = cosθ⋆+
∣∣ p⃗ ⋆

τ+

∣∣∣∣ p⃗ ⋆
π+

∣∣ ,Using equation,   we can imme-
diately express: 

−sinθ⋆π+ sinθ⋆− cos
(
ϕ⋆−

)
− cosθ⋆π+ cosθ⋆− = cosθ⋆+ . (29)

Then, we obtain the following solutions, 

ϕ⋆− = ±arccos
ï
−cosθ⋆π+ cosθ⋆− + cosθ⋆+

sinθ⋆π+ sinθ⋆−

ò
. (30)

Both  solutions  satisfy  all  the  kinematic  constraints.
Hence, there is a two-fold ambiguity.

cosθπ+ cosθπ−

δϕ

We  then  test  the  above  analytical  reconstruction
method  at  parton  level.  Figure  3  shows  the  longitudinal
and transverse  correlations  as  a  result  of  the   aforemen-
tioned analytical solutions for the leptonic decay mode of
Z boson. In the left panel of Fig. 3, the colored densities
indicate  the  true  values  of    versus    and  the
black contours show the reconstructed values. The above
two-fold ambiguity induces a reduction of the transverse
spin correction, which is described by the azimuthal angle
difference  of  the  two  decay  planes    as  shown  in  the
right panel of Fig. 3. In the leptonic decay mode of Z,  it
can be observed that the aforementioned analytical recon-
struction method works well.

ϕ⋆−

However, there are some drawbacks in this analytical
reconstruction  method.  First,  the  two-fold  ambiguity  of
kinematic solutions exists as mentioned above. One can-
not  determine  the  complete    distribution  at  a  time.
More  importantly,  due  to  the  energy  uncertainty  of  jets,
the Z boson cannot  be well  reconstructed in  its  hadronic
decay mode.  Hence,  the  uncertainties  of  the  Higgs  mo-
mentum given by analytical reconstruction are very large
in the hadronic decay mode of Z boson. Quantum correla-
tion effects are completely washed out, hence it is nearly
impossible to observe violation of the Bell identity in the
hadronic mode. Therefore, we adopt the other reconstruc-
tion method by using impact parameters in next section. 

C.    Reconstruction by using impact parameters
It  is  shown that  impact  parameters  of  the charged πs

 

∆pT ∆ϕ ∆ηFig. 2.    (color online) Normalized number of events as a function of   (left),   (middle), and   (right) for the Z boson in lepton-
ic (top) and hadronic (bottom) decay modes.
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∼ 3000 µ

3 µ

σIP = 3 µ

are  very  useful  to  reconstruct  the  full  decay  kinematics
[51−53].  τ-leptons  emerging  from  Higgs  decay  are
strongly  boosted.  Hence,  its  typical  decay  length

m  is  sufficiently  long  to  induce  sizable  impact
parameter for the charged decay product. The CMS group
has  used  the  impact  parameter  to  study CP  property  of
the interaction between Higgs and the tau pair [54]. Here
we adopt a similar method proposed in Ref. [51]. Further-
more,  excellent  impact  parameter  resolution  can  be
achieved by  the  CEPC  vertex  detector.  The  main   per-
formance  goals  for  spatial  resolution  near  the  IP  can  be
better than  m [55]. Here, the real impact parameters of
the pions are smeared according to Gaussian distribution
with standard deviations  m.

τ± | p⃗τ± |

τ−→π−ντ τ−

π−

We use magnitudes of   momenta,  ,  as the free
parameters  for  finding  the  best  fit.  For  single  tau  decay,
for instance  , the opening angle between   and
 is:

 

cosθτ−π− =
2Eτ−Eπ− −m2

τ −m2
π−

2|p⃗τ− ||p⃗π− |
, (31)

Eτ− =
√

m2
τ + | p⃗τ− |2

τ−
where    is  given by the  on-shell condi-
tion. Then, the momentum of   can be expressed as:
 

p⃗τ− = | p⃗τ− | ·
b⃗π− +

|⃗bπ− |
tanθτ−π−

p⃗π−
|p⃗π− |∣∣∣∣b⃗π− + |⃗bπ− |

tanθτ−π−
p⃗π−
|p⃗π− |

∣∣∣∣
, (32)

b⃗π− π−

pµντ = pµτ− − pµπ−
τ+

| p⃗τ+ | b⃗π+
| p⃗τ± |

where    denotes  the  impact  parameter  of  .  Mo-
mentum of  the  neutrino  can  be  obtained  by  the   mo-
mentum  conservation  condition,  .  Simil-
arly,  one can obtain momenta of   and anti-neutrino as
functions  of  parameter    and  impact  parameter  .
The best values of parameters   are obtained by min-
imizing following likelihood function:
 

L = LBW(m̂ττ,mZ ,ΓZ) ·LG(m̂ττ−mZ ,ΓZ)

·
∏

µ=0,1,2,3

LG( p̂µZ − pµZ ,σ
µ
Z) , (33)

LBW

m̂ττ

p̂µZ
pµZ

LG(x,y)
σµ

Z

where    denotes  the  usual  Breit-Wigner  distribution
for  the  resonant  production of Z boson,  and   denotes
the reconstructed invariant mass of the tau-lepton pair; 
denotes the reconstructed momentum of Z boson, and 
denotes  the  momentum  obtained  by  summing  momenta
of its  decay product;   denotes the Gaussian func-
tion with mean value x and variance y. Here,   is estim-
ated by our numerical simulation.

pT

In  Figs.  4  and  5,  after  using  the  method  of  impact
parameters, we show the observable uncertainties for the
reconstructed τ lepton and reconstructed Z mass in differ-
ent decay modes of Z boson, respectively. It turns out that
the reconstruction in hadronic mode is as good as that in
leptonic mode  for  azimuthal  angle,  rapidity,  and  the   re-
constructed Z  boson  mass.  The  reconstructed  transverse
momentum   in hadronic mode is still worse than that in
leptonic mode.  Furthermore,  we  display  the   reconstruc-
ted  longitudinal  and  transverse  correlations  for  hadronic
and leptonic decay modes of Z  in Fig. 6. As observed in
the bottom panel, the reconstructed transverse correlation
is in good agreement with the true result at parton level. It
becomes  evident  that  the  method  of  impact  parameters
does not have the drawback of two-fold ambiguity.

cosθππFinally, in Fig. 7,  we show the distribution of 
for  hadronic  (red)  and  leptonic  (blue)  decay  modes  of Z
and compare  it  with  Bell  inequality.  The  LHVT is  valid
within the two dashed lines (gray fitted region) as defined
by the inequality in Eq. (14). The black solid line repres-
ents  the  normalized  differential  cross  section  from  Eq.
(12),  with  the  parton-level  results  shown  as  green  dots.
The simulation results, obtained using the method of im-
pact parameters,  are  depicted  by  the  red  and  blue   histo-
grams for the hadronic and leptonic decay modes of the Z
boson, respectively.  A  visual  inspection  of  the   distribu-
tions  indicates  that  they  lie  outside  the  region  satisfying

 

Fig. 3.    (color online) Longitudinal (left) and transverse (right) correlations as a result of analytical reconstruction method for leptonic
decay mode of Z boson at parton level.
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Bell's  inequality  and  align  with  the  QM/QFT  prediction
shown by the black solid line.

Figure  8  shows the  reconstructed  angular   distribu-
tions of the charged pions. In general, quantum entangle-

 

∆pT ∆ϕ ∆ηFig. 4.      (color online) Normalized number of events as a function of   (left),    (middle),  and   (right)  for the reconstructed τ
lepton in leptonic (blue) and hadronic (red) decay modes of Z boson.

 

mRec
f f̄

Fig. 5.    (color online) Normalized number of events as a function of reconstructed Z mass   in leptonic (red) and hadronic (blue)
decay modes of Z boson.

 

Fig. 6.      (color online) Reconstructed longitudinal (top) and transverse (bottom) correlations for hadronic (top left) and leptonic (top
right) decay modes of Z boson.
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π+ π−

π+

π+ π− x− z
τ−

π− cosθπ− ,n

dσ/dcosθπ− ,k
θπ− ,r =

π
2 − θπ− ,k

ment  disappears  when  any  single  angular  observable  of
the six angles is measured. This is because quantum cor-
relations  among    and    are  integrated  out,  as  shown
by  the  flat  distributions  in  the  middle  panel  for    and
right  panel  for  both   and  .  Given that   plane  is
by  definition  spanned  by  the  momentum direction  of 
and  , the observable   can only be zero as shown
in the middle panel. The nontrivial distributions shown in
the  left-panel  of  the  Fig.  8  are  purely  kinematic.  Given
that    is  proportional  to  a  constant  and

, we obtain: 

σ−1dσ
dcosθπ− ,r

=
σ−1dσ

dsinθπ− ,k
∝ const.× cotθπ− ,r , (34)

π+ cosθπ−,r > 0

dσ/dcosθπ−,rdcosθπ+,r ∝ 1+Crr cosθπ−,r cosθπ+,r
cosθπ−,r ∈ [0, 1]

which  is  essentially  reconstructed  in  our  approach  as
shown by the red-solid and green-dashed lines in the left-
panel of Fig. 8. Similarly, the asymmetric distribution for
  is  due  to  the  fact  that  we  defined  ,  which

can  lead  to  a  nontrivial  integration  on  the  differential
cross  section

  (the  integ-
ration region is limited to the range  ).

Ci jIt should be noted that calculated coefficients   are
not really the spin correlation coefficients of the τ-lepton
pair. The polar angles in Eq. (19) are defined for πs as op-
posed to τs. This is a general property of testing Bell-type

τ→πν

inequality at  colliders because the spin (or helicity state)
of  the  particle  under  consideration  cannot  be  measured
directly.  The  helicity  state  can  only  be  inferred  partially
via the angular distribution of its decay products. For in-
stance,  the decay process    is a  good channel  to  in-
fer the polarization of the mother τ-lepton. 

IV.  SENSITIVITY OF CEPC TO THE BELL
INEQUALITY VIOLATION

In  this  section,  we  show  the  sensitivity  of  CEPC  to
the  Bell  inequality  violation.  As  stated  in  Sec.  III.B,  the
analytical reconstruction  method  suffers  from  the   am-
biguous two-fold problem. We instead adopt the method
of impact parameters for the reconstruction of tau leptons
as described in Sec. III.C.√

s = 240At the CEPC with   GeV, the total cross sec-
tion of the Higgsstrahlung process is: 

σZh = 196.2fb . (35)

L = 5.6 ab−1

B(h→ττ) = 6.32% B(τ→πντ) = 10.82%

A significant number of Higgs boson events will be pro-
duced  with  an  expected  integrated  luminosity  of

  [39]. However,  given  that  both  the   branch-
ing  ratios    and    are
small,  only  hundreds  of  events  are  available  to  test  the

 

cosθππFig. 7.    (color online) Reconstructed distributions of   for Törnqvist's test of Bell inequality. The gray-fitted region is the phase
space consistent with classical prediction.

 

π± cosθπ,r cosθπ,n cosθπ,kFig. 8.    (color online) Reconstructed angular distributions of   for   (left),   (middle), and   (right).
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Bell inequality. The following kinematic cuts are used to
select well-reconstructed events, and match to the real de-
tector configuration: 

pT (ℓ/ j) > 10GeV, |η(ℓ/ j)| < 3,
∣∣mRec.

f f −mZ

∣∣ < 10GeV.
(36)

Z→ℓℓ
Z→ j j

The efficiency for the aforementioned kinematic cuts
is 0.645 for the decay mode  , and 0.648 for the had-
ronic  decay mode  . Furthermore,  as  we have men-
tioned,  a  universal  jet  reconstruction  efficiency  0.8  will
be  used  in  our  following  estimation.  The  number  of
events  can  be  further  reduced  by  τ-jet  identification,
which is assumed to be 0.8 for a purity closing to 90% at
the  CEPC  [39].  Table  2  lists  the  expected  number  of
events at the CEPC.

The experimental  sensitivity  for  the  Törnqvist's   ap-
proach is  examined  by  defining  the  following  asymmet-
ric observable: 

A = N(cosθππ < 0)−N(cosθππ > 0)
N(cosθππ < 0)+N(cosθππ > 0)

. (37)

A = 0.119

A = 0.133±0.269 Z→ℓℓ A = 0.137±0.1
Z→ j j

A = 0.133±
0.142 A = 0.137±0.053
L = 20 ab−1

The  analytical  prediction  of  the  observable  provides
an  upper  bound    in  LHVT.  The  experimental
sensitivity at the CEPC is estimated by conducting 10,000
pseudo-experiments, in which as many events as possible
are generated  to  predict  the  central  values  and   corres-
ponding uncertainties. These uncertainties are then scaled
to  match  the  corresponding  luminosities.  We  obtain

  for    channel  and 
for    channel,  respectively,  as  listed  in  Table  3.
Smaller  uncertainties  can  be  obtained  with 

  or    for  updated  luminosity
.  Both  central  values  are  above  the  bound  in

LHVT. The channel from the hadronic decay mode of Z

U =CTC m1+m2

m1+m2 > 1

1σ

boson produces  more  events  and  provides  more   reason-
able  result  with  small  error.  In  the  CHSH approach,  the
LHVT supports the fact that the sum of the two largest ei-
genvalues of the matrix   (denoted by  ) is
not  larger  than  1.  It  becomes  evident  that  both  channels
lead  to  ,  as  listed  in  Table  3. It  can  be   ob-
served that  for  Törnqvist's  method and CHSH approach,
the  Bell  inequality  can  only  be  tested  below    level  at
the CEPC.  It  is  expected  that  the  sensitivity  can  be   fur-
ther  improved  by  using  sophisticated  jet  reconstruction
method  and  enhanced  τ-jet  identification  efficiency.  It
should  be  noted  that  the  results  in  the  fourth  and  fifth
columns  of  Table  3  are  from  our  detector-level  simula-
tion.  The  simulation  results  of  SM  expectation  change
from parton-level  to  detector-level.  The parton-level  and
detector-level predictions  differ  because  the   experiment-
al  uncertainties  can  diminish  the  magnitudes  of  the  spin
correlation effects as a result  of imperfect reconstruction
(and  also  reconstruction  efficiency).  In  this  study,  we
compare  the  detector-level  QM  simulation  results  with
the bound in LHVT directly. We will leave the study of a
more reasonable comparison in a future study.

CTC

cosθππ

A

A m1+m2

h→ττ

1σ

It  is  worth  indicating  that  when  compared  to  the
Törnquivst's  method,  the  calculation  of  the  sum  of  two
largest eigenvalues of   as an estimator in the CHSH
approach  requires  the  estimation  of  the  spin  projections
along  all  the  three  possible  independent  directions.
Hence,  it  is  relatively  more  difficult  for  small  data
sample. For Törnquivst's method, the bounds provided by
Bell  inequality  on the  LHVT are  shown by dashed lines
in the distribution of   in Fig. 7. To provide a quant-
itative  determination  of  the  Bell  inequality  violation,  we
define  the  aforementioned  asymmetric  observable  .  In
this manner, the LHVT has a quantitative upper bound as
shown  in  Table  3.  Different  (quantum)  models  lead  to
different values of   and  , and they are certainly
affected  by  new  physics.  As  stated  in  Introduction,  it  is
reasonable to assume that   decay and tau decay pro-
cesses are  described  by  the  SM.  Furtherore,  QM predic-
tion  in  Table  3  is  obtained  in  the  SM.  Hence,  we  can
claim that the Bell inequality can be tested under the as-
sumption of SM below   level at the CEPC.

In summary, the QM prediction in Table 3 is provided
by  the  parton-level  events.  The  experimental  values  are
based  on  our  Monte-Carlo  simulation.  There  are  two

 

Table 2.    Number of events used to test the Bell inequality at
the CEPC.

5.6ab−1CEPC (240 GeV,  ) Z→ℓℓ Z→ j j

No. of Events 55 568

Kin. Cuts and jet reconstruction 22 151

τ-identification 14 97

 

√
s = 240GeV 5.6 ab−1 20 ab−1

Table 3.    Results of observables testing Bell inequality in Törnqvist's method and CHSH approach. The experimental predictions are
provided for the CEPC with colliding energy   and total luminosities   and  .

Channels Obs. Clas. ab−1Exp. @ 5.6 ab−1Exp. @ 20

Z→ℓℓ
A ≤ 0.119 0.133±0.269 0.133±0.142

m1 +m2 ≤ 1 1.04±0.921 1.04±0.481

Z→ j j
A ≤ 0.119 0.137±0.1 0.137±0.053

m1 +m2 ≤ 1 1.05±0.355 1.05±0.188
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factors affecting the disagreement. One is the experiment-
al uncertainty  due  to  the  detector  effects,  which  can   re-
duce the quantum correlation such that the result tends to
deviate from the QM prediction. The second factor is the
reconstruction method.  The  correlation  cannot  be   recon-
structed precisely.  Even  if  the  number  of  events  is   in-
creased, the deviation still exists. 

V.  DISCUSSIONS AND CONCLUSIONS

h→τ+τ−
e+e−

e+e−

h→τ+τ−→
π+ν̄τπ

−ντ

Given  that  spin  state  cannot  be  directly  measured  at
collider, it is a challenge for the test of quantum entangle-
ment  and  Bell-nonlocality  in  high-energy collider   phys-
ics.  However,  testing  Bell-nonlocality  in  high  energy
scattering  process  is  essentially  important  because  it
provides a unique way to address the quantum entangle-
ment  at  high  energy  scale.  We investigate  the  testability
of Bell inequality through  , which is an ideal sys-
tem  to  observe  the  LHVT  violation,  at  future    col-
lider  CEPC.  We demonstrated  how angular  distributions
of  the  decay  products  of  spin-correlated  τ-pairs  can  be
used  to  address  Bell  nonlocality.  Future    colliders
can improve the measurement accuracy of the spin correl-
ation  of  tau  lepton  pairs  from  Higgs  boson  decay.  Two
realistic  methods  of  testing  Bell  inequality,  i.e.,
Törnqvist's method and CHSH inequality are examined in
terms  of  the  polarization  correlation  in  decay 

.
e+e−→Zh→Zτ+τ−

τ+ τ−

1σ

We  simulate  the  production  of    as
well as the Z boson's leptonic and hadronic decay modes.
The detector  effects  of  CEPC including uncertainties  for
tracks and jets from Z boson are considered. Furthermore,
we  describe  necessary  reconstruction  approaches  to
measure  quantum  entanglement  between    and  .  Fi-
nally, we observe that for Törnqvist's method and CHSH
approach,  the  Bell  inequality  can  be  tested  at  the  CEPC
below    level.  Further  improvements  are  expected  by
employing  sophisticated  jet  reconstruction  method  and
enhanced τ-jet identification efficiency.

L = 3 ab−1

L = 5 ab−1

L = 5.6 ab−1

e+e−→Z(→ j j)h(→τπτπ)

We also noted in Ref. [40] that the authors examined
the  same  topic  at  ILC  and  FCC-ee.  The  expected  total
number of events is 385 at ILC (250 GeV,  ) or
663  at  FCC-ee  (240  GeV,  ).  Conversely,  our
estimation  for  CEPC  (240  GeV,  )  is  111.
Even if the total cross section at ILC or FCC-ee is slightly
larger (240.1 fb or 240.3 fb) than the one (196.2 fb) at the
CEPC,  it  is  too  small  to  have  more  than  2  times  or  5
times larger number of events. Such a difference can only
come  from  the  detector  effects.  The  reconstruction  of
mode  , which has  the  largest  pro-
duction rate, is rather difficult and thus influences the de-
tector  effects  on  the  reconstruction.  Given  that  the  jets
(from Z  or h)  are  relatively  soft  at  the  CEPC (and  ILC-
250), the usual jet clustering does not lead to appropriate
output. Hence, the reconstruction efficiency is rather low.

Some sophisticated  clustering  method  should  be   em-
ployed.  In  our  study,  we chose  the  smearing method for
CEPC to solve this problem.

Ci j

Additionally, we proposed to use Törnqvist’s method
to test the Bell inequality at CEPC. The reason is twofold.
First,  it  is  much  simpler  and  more  straightforward.
Second, in case of the (very) small number of events, the
estimation of the correlation efficiency   via the integ-
ration  of  the  phase  space  is  unstable/unsafe.  Hence,  this
induces  a  very  large  fluctuation  of  the  central/expected
value of the observable. This can be observed in Table 3,
particularly for the leptonic decay mode of Z boson.
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APPENDIX A: SPIN CORRELATION
COEFFICIENTS IN TÖRNQVIST’S METHOD

τ̄

a⃗ b⃗

a⃗ · σ⃗τ b⃗ · σ⃗τ̄

O(a⃗, b⃗) =
(
a⃗ · σ⃗τ

)(
b⃗ · σ⃗τ̄

)

For  Törnqvist’s  method,  we  calculate  the  correlation
coefficients  in  the  following  manner.  Assuming  τ  and 
are  polarized  along    and  ,  respectively,  their  helicity
basis  can  be  chosen  to  be  the  eigenstates  of  the  helicity
opeators    and  , respectively.  Then,  the   expec-
ted value of the correlation matrix 
can be expressed as:
 

⟨hτhτ̄|ρττ̄O(a⃗, b⃗)|hτhτ̄⟩

= ⟨hτhτ̄|
1
4
(
1− σ⃗τ · σ⃗τ̄

)(
a⃗ · σ⃗τ

)(
b⃗ · σ⃗τ̄

)
|hτhτ̄⟩ , (A1)

hτ(τ̄) τ(τ̄)where   denotes the helicity of  . By using the fol-
lowing relation
 

σ⃗τ · σ⃗τ̄ =
1
2

Ä
Σ⃗2−6

ä
, (A2)

Σ⃗ = σ⃗τ+ σ⃗τ̄ Σ⃗2 = 0where   and   for spin singlet, we have:
 

⟨hτhτ̄|ρττ̄O(a⃗, b⃗)|hτhτ̄⟩ = ⟨hτhτ̄|
(
a⃗ · σ⃗τ

)(
b⃗ · σ⃗τ̄

)
|hτhτ̄⟩ = hτhτ̄ .

(A3)

a⃗ = ˆ⃗ez b⃗ = ˆ⃗ez

τ̄

For   and  , the spin singlet requires the helicit-
ies of τ and   satisfy:
 

h = hτ+hτ̄ = 0 . (A4)

Hence, we obtain the correlation coefficients as:
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Czz = ⟨hτhτ̄|ρττ̄O(ˆ⃗ez,− ˆ⃗ez)|hτhτ̄⟩ = hτhτ̄ = −1 , (A5)

and similarly 

Cxx = ⟨hτhτ̄|ρττ̄O(ˆ⃗ex,− ˆ⃗ex)|hτhτ̄⟩ = −1 ,

Cyy = ⟨hτhτ̄|ρττ̄O(ˆ⃗ey,− ˆ⃗ey)|hτhτ̄⟩ = −1 . (A6)

(−1, −1, −1)

Σ⃗2 = 0

ττ̄

The aforementioned calculations show that the correl-

ation coefficients in our helicity basis are  . In

the  above  calculations,  the  condition  , which   im-

plies   system is a spin-singlet, is crucial. Hence, differ-

ent  results  may be obtained if  the spin projection axis  is

defined differently.
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